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ПРЕДИСЛОВИЕ

Одной из актуальных задач акустики является создание ме
тодов расчета распространения колебательной энергии по слож
ным механическим конструкциям;. Эта задача тесно связана с 
проблемой борьбы с вибрацией вообще и с вибрацией транспортных 
средств в особенности. Для современных]судов, самолетов и т .д .  
характерны неуклонный рост скорости передвижения и, как 
следствие этого, постоянное увеличение вибро активности и шум- 
ности. Устранить или существенно уменьшить вибрации и шумы 
непосредственно в источниках (чаще всего машинах и механиз
мах) пока не представляется возможным, с ними приходится 
бороться на пути их распространения по прилегающим конструк
циям .

Поэтому невозможно обойтись без ясного представления 
о явлениях, которые происходят при распространении волн, без 
знания основных закономерностей волнового движения и, нако
нец, без умения достаточно точно рассчитывать необходимые харак
теристики вибрационного поля той или иной инженерной кон
струкций..

Предлагаемая читателю книга охватывает сравнительно узкий 
круг вопросов, которые почти не затрагиваются в уже вышедших 
в свет монографиях [16, 32, 33, 38, 46, 61]. В ней исследуется 
распространение волн в структурах двух типов: в пластинах 
с линейными препятствиями и в стержневых решетках. Эти струк
туры являются частями практических конструкций, повсеместно 
применяемых в самых различных отраслях народного хозяй
ства.

Основное внимание в книге уделяется получению точных ре
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шений и анализу основных закономерностей волновых процес
сов.

Линейным препятствием на пластине называется нарушение 
однородности пластины вдоль прямой линии. Линейным препят
ствием будет, очевидно, элемент структуры, контактирующий 
с пластиной по прямой линии и однородный вдоль этой ли
нии.

В книге рассматриваются пластина с высоким ребром жесткос
ти, линейный звуковой мостик, представляющий собой две парал
лельные пластины, соединенные упругой полосой, а также угло
вое соединение пластин. При вычислении коэффициентов отраже
ния и прохождения учитываются все типы волн в пластине — 
поперечные (изгибные) и волны в плоскости пластины (продоль
ные и сдвиговые). Анализу волновых процессов в этих структу
рах посвящен I раздел книги.

Во II разделе исследуется распространение волн в решетча
тых структурах. Под одномерной решеткой, например стержневой, 
подразумевается периодически неоднородный стержень, у кото
рого неоднородности (препятствия) сосредоточены в дискретных 
точках. Двумерная решетка представляет собой структуру, 
составленную из двух или нескольких одномерных решеток (в 
частности, однородных элементов), которые контактируют между 
собой в двоякопериодической системе дискретных точек. В книге 
анализируется распространение нормальных волн в одномерной 
стержневой решетке, в двумерных решетках из однородных струн 
и стержней. Значительное внимание уделяется вопросам возбуж
дения этих решеток внешними силами. В последней главе рассмот
рены две специальные конструкции двумерных стержневых ре
шеток и приведены примеры их применения для виброизоляции 
машин.

Все рассматриваемые в книге задачи объединяет метод решения. 
Он состоит в том, что структура расчленяется на составные части 
и их взаимодействие заменяется силами и моментами сил реак
ции.

Относительно сил и моментов каждая из составных частей мо
жет быть представлена в виде некоторого многополюсника с мат
рицей особым образом определенных динамических жесткостей 
(или импедансов) вполне обозримого порядка. Условия стыковки 
немедленно приводят к решению задачи.

Используемый в книге метод является обобщением известного
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в электротехнике, механике и акустике метода динамических 
жесткостей. Новизна состоит во введении понятия динамической 
жесткости относительно бесконечной группы сосредоточенных 
сил (для решетчатых конструкций) или относительно силы, 
гармонически распределенной по прямой линии (для задач отра
жения от линейных препятствий). Как оказалось, введение этих 
величин значительно облегчает решение уже решенных задач 
и позволяет решить ряд нерешенных. При этом, как увидит чи
татель, результаты получаются в естественной и удобной для ана
лиза форме.

Впервые этот метод был применен авторами при решении за
дач о колебаниях периодически неоднородного стержня и стерж
невой решетки [2, 3]. В последующем он был распространен на 
другие конструкции, в частности на структуры с линейными пре
пятствиями [29, 30], а также использован для расчета выну
жденных колебаний решеток [4—6].

Все решения, которые приводятся в книге, ограничены дву
мя следующими предположениями: 1) стержни и пластины, из 
которых составлены рассмотренные структуры, являются тон
кими; 2) площади контактных поверхностей их соединений равны 
нулю.

Первое предположение означает, что толщина стержней и пла
стин настолько мала, что выполняется гипотеза плоских сечений 
и для описания волновых процессов можно пользоваться простей
шими уравнениями. Второе предположение эквивалентно од
нородности смещений и напряжений во всех точках контакта. 
Таким образом, везде, где нет специальных оговорок, полученные 
решения верны в диапазоне частот, на которых длины волн в 
структуре много больше толщины составных элементов (стержней 
и пластин) и размеров их контактных поверхностей (в случае линей
ного препятствия — поперечных размеров контакта).

В конце книги приведен краткий список литературы. В него 
вошли работы, большей частью опубликованные в журналах и 
сборниках и имеющие непосредственное отношение к приводимому 
авторами материалу. Этот список является далеко не полным, 
так как в него не включены работы, использующие различные 
инженерные методы расчета. В частности, не вошли в него много
численные работы, в которых рассчитываются ограниченные 
конструкции рассматриваемого типа методом конечных элемен
тов.
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Книга основана на работах авторов [1—10, 26—31, 34]. Она 
может быть полезна научным и инженерно-техническим работни
кам, интересующимся проблемой^ борьбы с вибрациями и вопро
сами распространения волн по конструкциям.

Авторы выражают свою благодарность Л. М. Лямшеву и 
К. В. Фролову за то, что они внимательно прочли рукопись и 
сделали ряд ценных замечаний, а также сотрудникам Института 
машиноведения и Акустического института, которые принимали 
участие в обсуждении различных разделов книги.



РА З Д Е Л  I

ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕПЯТСТВИЯ НА ПЛАСТИНАХ

Г л а в а  1

ЛИНЕЙНЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ ЖЕСТКОСТИ

Расчетом отражения и прохождения волн через линейные 
препятствия на пластинах занимались многие авторы [11—17, 
22—24, 35—50, 62]. Метод расчета во всех этих работах сводится 
к следующему. Решение задачи ищется в виде комбинаций воз
можных прямых и отраженных волн с неизвестными амплитудами- 
коэффициентами). Условие непрерывности смещений и углов по 
ворота на препятствии, а также условия равенства сил и моментов 
сил, действующих на обе половины рассматриваемой конструкции, 
с учетом сил реакции препятствия приводят к алгебраической 
системе линейных уравнений, где неизвестными являются ампли
туды прошедших через препятствие и отраженных от него волн. 
Порядок системы равен удвоенному числу различных типов волн, 
которые могут возникнуть в рассматриваемой конструкции. Для 
простых структур это число невелико, и такой метод расчета быст
ро приводит к нужным результатам. Однако для более сложных 
конструкций он приводит к необходимости решать системы урав
нений высокого порядка. Например, при рассмотрении отражения 
изгибной волны в пластине от несимметричного ребра жесткости 
получается система уравнений шестнадцатого порядка, а для 
звукового мостика (см. главу 4) порядок равен двадцати четырем. 
Ясно, что помимо громоздких расчетов здесь возникают трудности, 
связанные с анализом решений и выявлением физических законо
мерностей.

При расчете отдельных конструкций для снижения порядка 
системы уравнений часто используют упрощенные представления, 
справедливые в определенных диапазонах частот. На низких 
частотах ребро жесткости можно рассматривать как тонкий стер
жень, совершающий изгибные и крутильные колебания. Это 
понижает порядок системы в 2 раза [67]. Также в 2 раза пони
жается порядок, если рассматривать случай нормального паде
ния волны на препятствие [12].

Иногда не учитывают влияния некоторых типов волн, воз
никающих в соединениях. Это обращает в нуль некоторые члены
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в уравнениях и облегчает решение системы. В других случаях 
накладывают ограничения на конструкцию. Так, при рассмотре
нии углового соединения пластин часто считают, что пластины 
абсолютно жесткие в продольном направлении. Это снижает 
порядок определителей в решении с восьми до четырех.

Наиболее удобен метод динамических жесткостей. В общем 
случае он позволяет снизить порядок системы уравнений в 
2 раза, а в тех случаях, когда конструкция имеет плоскость сим
метрии,— в 4 раза. Кроме того, введение понятия линейной ди
намической жесткости дает возможность представить результаты 
в удобной для анализа форме.

Рассмотрим бесконечную двумерную среду, которая описы
вается линейным дифференциальным уравнением L [w (х , у)\ =  О, 
где w — смещение, L — дифференциальный оператор. Решения
ми этого уравнения являются функции вида exp [i (kr — ю<)], 
где к — волновой вектор с координатами кх и ки, г — вектор 
с координатами х и у. Эти решения представляют собой плоские 
гармонические и л и  экспоненциально затухающие волны, которые 
могут свободно существовать в рассматриваемой среде. К среде 
по линии х =  0 жестко присоединено одномерное препятствие 
I [гг (у)] =  0. Вообще говоря, препятствие может быть двумерным, 
но чтобы не загромождать основную идею метода, предположим, 
что оно одномерно.

Пусть из левой половины среды (х <( 0) на препятствие под 
углом 0 к оси х падает плоская монохроматическая волна

wa (х, у) =  wn exp [i (kr — arf)L

где wn — постоянная амплитуда падающей волны. В результате 
взаимодействия среды с препятствием слева и справа от препят
ствия в среде возникнут возмущения. Обозначим через (х, у) 
движение среды, вызванное отраженными волнами (х <( 0), 
через w2 (х, у) — движение среды справа от препятствия (х 0) 
без учета падающей волны, т. е. учитывающее только возмущение 
среды. Очевидно, что w1 (0, у) =  wz (0, у). Смещение препятствия 
обозначим через и (у).

Между средой и препятствием действуют силы и моменты 
сил реакции. Для простоты будем считать, что имеются только 
силы реакции: / с (у) действует па среду и / п (у) действует на пре
пятствие. Поскольку эти силы внутренние, то их сумма вдоль 
линии х =  0

/п {у) +  /с {у) =  0. (1.1)
Все величины, описывающие движение рассматриваемой 

конструкции (смещения, силы реакции), имеют множитель 
exp U (куу —- ю£)Ь Множитель ехр (—icot) — результат того, что 
движение установившееся, а множитель exp (ikyy) есть следствие 
однородности конструкции в направлении оси 0у. Поэтому сме
щения имеют види(у) =  u0exp [i(kvy — со*)], шх(0, у) =  w2 (0, у) =
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=  ш0 exp [i {kvy — ©£)], где u0 a w0 — постоянные амплитуды; 
силы реакции имеют ту же форму / с> п (у) =  / с, п exp U (ку у — сой)], 
где /о и / п тоже постоянные.

Рассмотрим теперь движение среды и препятствия под дейст
вием сил реакции. С этой целью нужно решить уравнения

Lw =  / с exp {ikvy) 8 (х) и lu =  f nexp(ikuy). (1.2)
Их решение можно представить в виде и0 =  / п/ п, а амплитуду 

смещения по линии х  =  О возмущенной (силой реакции) среды 
в виде и>0 =  / с/ с или в форме

/с =  Ccw0 и /п =  Спи0. (1.3)

Эти формулы устанавливают связь между силой реакции, дей
ствующей на препятствие, и его смещением, а также между 
силой реакции, действующей на среду, и смещением возмущенной 
среды (без учета падающей волны).

Смещение препятствия должно, очевидно, равняться пол
ному смещению среды при х =  0:

и0 =  wa +  w0. (1.4)

Подставляя соотношения (1.3) и (1.4) в равенство (1.1), полу
чим уравнение

(wa -(- Wo) Сп -р w0Cc =  0, (1-5)
устанавливающее зависимость между амплитудами падающей вол
ны и возмущения, обусловленного линейным препятствием. Из 
уравнения (1.5) легко найти амплитуду возмущения

Wo =  --  CnWa/(Cc -р С гг).

Если в среде может существовать только одна нормальная 
волна, то отношение w0/wa есть коэффициент отражения

R =  w0/wa =  -  Сп/(Сс +  Сп)- (1.6)

Аналогично вычисляется в этом случае и коэффициент про
хождения, равный отношению суммы амплитуд возмущения и 
падающей волны к амплитуде падающей волны. Он равен

Т =  (w0 -р wn)/wa =  1 -р Л =  CJ {Со -р Са)- (1.7)

В общем случае возмущения wx {х, у) и w2 (х, у) складыва
ются из нормальных волн различных типов, которые могут су
ществовать в среде,, и величина w0 есть сумма амплитуд этих волн. 
Отношение w jw a тогда равно сумме коэффициентов отражения 
всех нормальных волн, а отношение (1.7) — сумме коэффициентов 
прохождения. Коэффициенты прохождения и отражения для 
каждой волны отдельно легко вычисляются на основе решения 
первого уравнения (1.2). Примеры таких вычислений будут даны 
в главах 3 и 4.
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Величины Сс и Сп, входящие в выражения для коэффициен
тов отражения и прохождения, являются отношениями линейной 
плотности синусоидально распределенной силы к смещению. 
Такие величины мы будем в дальнейшем называть линейными 
динамическими жесткостями, а их обратные величины / 0 
и / п — линейными динамическими податливостями. Слово «ди
намический» часто будет опускаться, так как все рассматривае
мые ниже задачи динамические. Понятие линейной динамической 
жесткости отличается от обычного понятия динамической жест
кости. Динамическая жесткость определяется как отношение со
средоточенной в точке силы к смещению и имеет размерность 
дина/см. Линейная динамическая жесткость есть отношение ли
нейной плотности силы, распределенной по гармоническому за
кону, к смещению, и имеет размерность дина/см2. Она не зависит 
от координаты точки вдоль линии. Аналогичным понятием 
пользуются в теории слоистых сред для описанпя реакции среды 
на падающую плоскую волну [13]. Плоская граница трехмерной 
среды здесь характеризуется импедансом, являющимся отноше
нием поверхностной плотности силы, распределенной гармони
чески по плоскости, к скорости смещения точек плоскости. Та
кой импеданс по аналогии с только что введенным определением 
можно назвать поверхностным импедансом. Если вместо ско
рости точек плоскостп взять их смещения, то эта величина бу
дет поверхностной динамической жесткостью с размерностью 
дина/см3.

В качестве примера рассмотрим задачу отражения плоской 
волны в однородной мембране от жестко скрепленной с ней по 
линии х =  О струны. Пусть L =  Тх {д2/дх2 +  д2/ду2) +  pj©2 и 
I =  Tz d2/dy2 +  р2со2 — линейные дифференциальные операторы, 
описывающие движение мембраны и струны, где 1\ и Т2, рх и р2 — 
их натяжения и удельные плотности соответственно. В этой за
даче средой является мембрана и препятствием — струна.

Поскольку в мембране существует лишь одна нормальная вол
на, коэффициенты отражения и прохождения вычисляются непо
средственно по формулам (1.6) и (1.7). Для вычисления динами
ческих жесткостей мембраны и струны необходимо решить урав
нения (1.2).

Для второго уравнения решение элементарно: оно ищется в 
виде щ exp ( ikvy) и после подстановки его в уравнение определяются 
смещение

и (у) =  и0 exp (ikvy) =  / п exp (ikvy)/Tz (к\ — 1с2у) 

и линейная динамическая жесткость препятствия (струны)

Сп == /п (у)/и (у) — T<i (kz — ку), (1.8)

где /с2 =  со (рг/Т2У''г — волновое число струны.
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Решение первого уравнения (1.2) ищется обычным способом 
в виде интеграла Фурье по координате х :

оо

iv (х , у) — w0 exp (ikyy)  ̂ w* (s) exp (isx) ds.
—  CO

Подстановка его в уравнение и замена 6-функции аналогичным 
интегралом приводят к замкнутому решению

ОО

W (х, у) =  /с exp (ikyy)  ̂ exp (isx) ds/[(k\ — к\) — s2]
—  ОО

или после взятия интеграла вычетами

w (х, у) =  — ifc (2T1y l (kl— k2vf  т exp [i (к? — к2у)~  \ х | +  ikvy],

где /cj =  ш (pi/2r’i),/!! — волновое число мембраны. Отсюда нахо
дится линейная динамическая жесткость мембраны

Сс =  / с exp (ikyy)/w (0, у) =  2iT± (kl — к*)1'*. (1.9)
Линейная жесткость струны (1.8) — величина действительная. 

Относительно синусоидально распределенной силы струна ведет 
себя как масса при к2 <  ку и как пружина при кг >  ку. Для 
мембраны линейная жесткость Сс [см. (1.9)] — величина чисто 
мнимая при кг Д> ку. В этом случае вся энергия уносится на бес
конечность двумя расходящимися от линии х =  0 волнами 
exp [i (к\ — ку)'к | х ) +  ikvy\. Если же кг <у ку, линейная жест
кость мембраны такая же, как у чистой массы. Вся энергия коле
баний сосредоточена вблизи линии возбуждения, и амплитуда 
движения убывает в направлении оси Ох, как ехр [— (ку — 
— /с|)'.'* \х\].

Коэффициент отражения R получается после подстановки 
линейных жесткостей (1.8) и (1.9) в выражение (1.6). Проделав 
простые арифметические преобразования и выразив проекцию 
волнового числа на ось Оу через угол 0 падения волны ку =  
=  /c1sin0, получаем окончательное выражение

Отсюда видно, что модуль [Д| всегда меньше единицы, за 
исключением случая 0 =  + п !2 , когда волна распространяется 
вдоль оси Оу.

Если струна жестче мембраны (кх /с2), то всегда найдется 
такой угол 0О, при котором к2 — кг sin 0О и коэффициент от
ражения равен нулю.

В этом случае след падающей волны совпадает с волной одно
родной струны (явление совпадения), падающая волна не испыты
вает никакого сопротивления со стороны струны и имеет место 
полное прохождение.
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Г л а в а  2

ВИБРОАКУСТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ

В предыдущей главе было показано, что коэффициенты отра
жения и прохождения волн выражаются через линейные динами
ческие жесткости отдельных элементов конструкций. Вычисле
ние линейных жесткостей представляет собой самостоятельную 
задачу. Поэтому прежде чем переходить к рассмотрению конкрет
ных задач отражения (главы 3 и 4), удобно проделать вычисления 
отдельно для всех основных элементов рассматриваемых кон
струкций и в последующем пользоваться уже готовыми формулами. 
Этому и посвящена глава 2.

Нпже будут вычислены линейные податливости безграничной 
и полубезграничной пластин, бесконечной упругой полосы и 
несимметричного ребра жесткости. Все эти элементы представля
ют собой неограниченные или ограниченные упругие пластины. 
Толщина пластин h предполагается настолько малой, что для 
пзгибных колебаний верно уравнение [25]

А2 и. — к4 и. — О,
где к, — поперечные смещения; к =  со'1 (р h/D)'<*— волновое 
число изгибных колебаний; р — плотность материала; D =  
=  Eh3/i2 (1 — v2) — цилиндрическая жесткость пластины; Е — 
модуль Юнга; v — коэффициент Пуассона; со — круговая частота; 
Д — оператор Лапласа.

Условия малости толщины h выражаются двумя неравенствами 
[37]: (a>h/2Ct)2 ^ 1  и (kh/2)2 < ;̂ 1, где С, — скорость распростра
нения поперечных волн в материале.

Кроме изгибных колебаний в пластинах могут возбуждаться 
продольные и поперечные волны, векторы смещений которых 
будем предполагать лежащими в плоскости пластин. Это огра
ничение является также следствием малости толщины h [21]. 
Плоские продольные и поперечные волны в тонкой пластине 
распространяются независимо и описываются волновыми урав
нениями

д2их/дх2 -[- к2их =  0 и д2иу1дх +  к2ии =  0,
где х и у — ортогональные координаты; kL =  ц> [р (1 — v2)/E]'!-; 
kt =  со [2р (1 -]- v ) /№ . Волны распространяются вдоль оси х.

Выпишем формулы для компонент сил и моментов сил в плас
тине, которые понадобятся в дальнейшем:

FZ =  ± D  [dhijdx3 +  (2 — v) d3uz/dy2 дх] ]л.=т г,
М  =  +  D [d2ujdx2 +  vd2ujdy2] |.r=q;b (2.1)
FX =  +  °xxh |ar=qFi i Fv =  -j- Oxyh j*=:p,
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где ощ — компоненты тензора напряжений, выражающиеся через 
смещения следующим образом:

ахх — ■ I _v2 {ихх 4“ Vuvv)’ °ХЦ — j _|_ v UXV’ • (2-2)

где щк =  1/2 (дщ/дщ +  дик/дщ) — компоненты тензора дефор
маций. Если пластина разрезана по линии х =  I, то верхний знак 
в формулах (2.1) относится к силам и моментам сил, действую
щим на правую часть пластины {х^> I), нижний знак относится 
к левой части (х I).

Бесконечная полоса

Рассмотрим вынужденные колебания полосы под действием 
синусоидальных сил, приложенных вдоль краев. Поле смещений 
изгибных волн имеет вид
uz (х) =  Ах exp (inx) +  А2 ехр (— Ых) +  А3 ехр (— %'х) +  А4 ехр (к'х),

(2.3)

где к =  (к2 — /с0")'А, х ' =  (к2 +  /Су)’А — компоненты волновых 
векторов однородной и неоднородной волн соответственно. Поле 
смещений продольных и поперечных волн имеет вид
u (х) =  A [tit ехр (iKtx) +  ^гпг ехр (— щ х) +

+  A't (а X П() ехр (i%tx) - f  At (а х  n<) ехр (— ixtx), (2.4) 
где

П; =  COS 0г1 +  sin 0;J, Щ — — COS 0Д +  sin 0(J,

n’i =  cos 0,i +  sin 0,j, Tit — — cos 0,i 4- sin 0,j
— единичные векторы для направлений распространения продоль
ных и поперечных волн; а =  k, (i, j, к) — орты; 0; — угол 
между волновым вектором продольной волны и осью я; 
0( — угол между волновым вектором поперечной волны и осью 
хг =  (&? — =  (&? — &f,)'A — компоненты волновых векторов
продольной и поперечной волн соответственно.

Полоса имеет плоскость симметрии х =  0, и поле смещений и 
сил можно разделить на две линейно независимые части — сим
метричную и антисимметричную, удовлетворяющие следующим 
условиям:

uz {x) = +  uz (— х), uv (x) =  ± u v ( - x ) ,  их (х) =  +  их (— х),

а(х) =  = f a ( — x), Fz(l) =  + E Z(— l), Fv (l) =  ± F V(— l),

Fx (l) =  + F x ( - l ) ,  M ( l ) = = F M ( - l ) ,  (2.5)
где а (ж) =  duz (x)/dx; +  — верхний знак относится к симмет
ричным колебаниям, нижний — к антисимметричным. Сопостав
ляя выражения (2.3) — (2.5), находим поле смещений для симмет-
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рпчной и антисимметричной форм колебаний, обозначаемых ин
дексами «с» и «а» соответственно. Для симметричной формы 
колебаний поле смещений нмеет вид

ийг (х) =  cos хх +  Al ch х'х,

а° (х) — — А°х sin хх +  А\х' sh х'х,

Uy (х) — Af sin 0г cos xxx +  Acx cos 0, cos xtx,

Ux(x) =  Aai cos 0г sin xxx — Axi sin 0, sin x tx. (2.6)
Поле смещений для антисимметричной формы колебаний:

иа (х) =  Ali sin хх — Al sh х'х,

aa (x) =  Aaix cos xx  — Aax' ch x'x,

Ux(x) =  Af cos 0; cos xxx — Af sin 0, cos xtx,

Uy (x) =  Af Zsin 0г sin xxx +  Afi cos 0, sin x tx, (2.7)

где sin 0г =  kv/kh cos 0г =  xx/kt, sin0, =  kvlkt, cos 0, =  x t/kt,
Введем следующие обозначения: Cmm =  Fm (l)/um (Z) =

=  Fm ( - 0 ,  Cmn =  Fm (l)/un (Z) =  —Cmn ( -Z )  =
=  — Fm (— l)/un (—Z), при условии (Z) =  ггт (—Z)=0, если m Ф  n. 
Здесь Cmn — жесткости полосы для синусоидальных гармо
нических сил, приложенных к краям (линейные жесткости). 
Поскольку приведенное выше определение имеет смысл только 
для симметричных и антисимметричных колебаний в отдельности, 
то назовем Стп, Стп линейными жесткостями полосы для анти
симметричных и симметричных сил соответственно. Так как пред
полагается, что изгибные, с одной стороны, и продольные и по
перечные колебания — с другой, не связаны между собой, то 
Стп =  0, если т =  х  или у и п =  z или а.

Аналогичным образом определяются линейные податливости 
полосы для симметричных и антисимметричных колебаний:

j тп =  u*° (Z)/n- с {1) =  — JaA c( -  I) =  -  ua„ic( -  l)!Fn ( -  I), 
U%C(l)/FamC(l) =  UamC( -  l)/FmC(— Z)

при условии F l f  (Z) =  F am (—Z) =  0, если m Ф  n.
Таким образом, определено восемь матриц второго порядка, 

у которых все элементы, вообще говоря, не равны нулю. Посколь
ку полоса, как элемент некоторой конструкции, может быть про
извольно расположена относительно соответствующей системы 
координат, то линейным жесткостям и податливостям ниже при
своены индексы: t и а — для изгибных колебаний, п и Z — для 
продольных и поперечных



^ ’ a(± Z ) /чс, a —7— /-tc, а И 
(s it H~ ^ t a ut’ a(± Z )

М °'а ( +  Z) —j— а /чс, a -f -  b a t Isaa  Ц a C,a(+ Z )

u ^ fcfc Z)
tCj а -г- тс, a 

J i t  —j— J  ta ^ t 'a(± Z )
ac' a( +  Z) - j -  tc, a rc, a 

"T" J a-t J aa M c>a( +  Z)
Fcx a( ± l ) /чс, a —|— /-tc, a 

b n n  ~r* b n l uS’ a(+Z)

Fy’ a(± l )
/чс, а /чс, a 

- \ - b i n  Ь ц i # a(± Q
ucx’ a ( ± l ) rc, a - j -  tc, a [ 

J nn  “T" ** nl Fcx a( ± l )

ucv'a( ±  l) -p- тС, а те, a 
“T" '’ In ** И 1 Fcv'a( ±  Z)

Каждое из написанных здесь равенств представляет собой 
два независимых: одно для симметричных колебаний (индекс «с»), 
другое для антисимметричных (индекс «а»).

Подставл:яя теперь выражения для поля смещений (2.6) и 
(2.7) в уравнения для сил реакции, действующих на краях полосы 
(2.1) и (2.2), и используя условия симметрии (2.5) и введенные 
определения податливостей и жесткостей (2.8), получим при
веденные ниже выражения элементов матриц.

1. Симметричные изгибные колебания полосы
/ч С  /чС 
W *  W a

/чС  /-чС 
' - 'a t  ' - 'a a

=  ( l / A S )

- M  A t  

A t  A 3

r C  t C 
‘' f t  J  ta
j C  t C 

J  at * a a
=  ( 1 / Д 5 )

—  A 3  A t

A t  a ;

где
Д° =  (1 /D) (х tg v.1 +  х ' th x'Z),
Aj =  D [x tg xZ (x'2 — v&y)2 +  x ' th x'Z (x2 +  v&y)2], 
AJ =  2&2xx' tg xZ thx'Z,
At =  x' th x'Z (x2 +  vky) — x tg xZ (x '2 — v&y),
Аз =  2k\

Элементы матриц жесткостей обращаются в бесконечность 
при условии А® =  0, являющемся дисперсионным уравнением 
симметричных нормальных волн в зажатой полосе [18]. Элементы 
матрицы податливостей обращаются в бесконечность при условии 
Д|} =  0, являющемся дисперсионным уравнением симметричных 
нормальных волн в свободной полосе [18].

2. Антисимметричные изгибные колебания полосы
✓ ча /ча bit bta

1 Г*а /̂ а I '-'at '-/аа

-  Aa At
=  (1/Aa)

A| - A 3a
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Л ,  Л

та т а  
J at J a a

=  (1 /Д 5)

Да =; (1 /D) (х th x'Z — x ' tg id),
Aj  =  D [к th x'Z (x'2 — vAf,)2— x ' tg xZ (x2 -f  vAy)2], 
Aa =  2 A2xx',
Aa =  — x' tg xZ (x2 +  vA2) — x th x'Z (x'2 — v/4), 
Af =  2k- tgxZ thx'Z.

Элементы матрицы жесткостей обращаются в бесконечность 
при условии А® =  О, являющемся дисперсионным уравнением 
антисимметричных нормальных волн в зажатой полосе. Элементы 
матрицы податливостей обращаются в бесконечность при условии 
Aj =  0, являющемся дисперсионным уравнением антисимметрич
ных нормальных волн в свободной полосе [18].

3. Симметричные продольно-поперечные колебания полосы

где

С С /чС
ПП IsTil

/ЧС /ч СWn w ; |
I г С  тс 
J ПП v nl
тС t C 

I "  In J l l

=  (1/A5) 

=  (1 /A y )

Aj =  (1/со2рА) (хгх, tg XjZ 4 - k\ tg X;Z),
Ay =  co2ph [4/суХ,хг tg XjZ - f  (x? — k\f tg x(Z]/A?, 
A° =  xt,
A5 =  ikv [2хгх( tg x,Z — (x? — A2) tg x,Zl/A?,
As =  кг tg XjZtgx,Z.

Элементы матрицы податливостей обращаются в бесконечность 
при условии Ду =  0, являющемся дисперсионным уравнением 
симметричных нормальных волн для свободной полосы — дис
персионным уравнением Рэлея — Лэмба [32].

4. Антисимметричные продольно-поперечные колебания по
лосы

/ча /ча 
's -ПП SYil

/ча /ча 
Wn Isll

=  (1 /А 5)

та та 
J пп  J nl

Л и  Л
=  (1 /А у )

-  д4а Д5а
- А !  Два 

- А ?  Д5а

-  As А?
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где
Дг =  (к,*, tg x,Z +  к\ tg хг/)/а2ph,

Д у= arph [4й^х,х, tg ntl +  (х? — к\)г tg щЩк?,

Дд =  “К* tg x,Z tg >cfZ,
Дз =  ikykj2 [2хгх, tg Ktl — (x? — A$)] tg x;Z, Дв =  хг.

Элементы матрицы податливостей обращаются в бесконечность 
при условии Ду- =  О, являющемся дисперсионным уравнением 
антисимметричных продольно-поперечных нормальных волн в 
свободной полосе — уравнением Рэлея — Лэмба [32].

Полубезграничная пластина
Матрицы линейных податливостей и жесткостей полубезгра- 

ничной пластины можно получить из матриц полосы, введя 
небольшое затухание в материал пластины и устремив I к 
бесконечности. При этом tg х I —> i, tg щ1 —> i, tg %tl —> г, th x'Z —> 
—> 1. Матрицы для симметричных и антисимметричных колеба
ний становятся тождественными.

Матрицы для изгибных колебаний имеют вид

где

Сц Cta — Д1 Д2

Cat Саа =  ( l /Де) | Д2 Д3

J tt J ta I — Д3 ^2
J at Jaa =  № j) Д 2 Д̂

(ix +  W)!D,
Д,/ =  D[iK  (х'2 — v/cy)2 +  х ' (х2 -j- v/cy)2], 
Дх =  2 i/c2xx',
Д2 =  х ' (х2 +  vA„) — ix (х'2 — vA„),

(2.9)

Д3 =  2 А2.
Элементы матрицы податливостей обращаются в бесконечность 

при условии Дj  = 0 ,  являющемся дисперсионным уравнением из- 
гибной волны «рэлеевского» типа [19].

Матрицы линейных жесткостей и податливостей полубезгра- 
ничной пластины для продольных и поперечных колебаний имеют 
следующий вид:

r̂nn Cnl
Cln ('ll
Jnn J 111
J In J ll

=  (1/Ду)
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где
Л, =  (хгх, +  k2u)/(i>2ph,
Ay =  co2p/i [4 fcyXjX, +  (и? — /4)'2]//с'?,
Д4 =  ix(,
Л5 =  [2х,х, — (х? — Щ)]1к?,
Ад =  —  IX;.

Элементы матрицы податливостей обращаются в бесконечность 
при условии Ау =  0, являющемся дисперсионным уравнением 
«рэлеевской» волны в полубезграничной пластине [32].

Безграничная пластина

Чтобы получить матрицы безграничной пластины, нужно 
«сшить» две полубезграничные пластины условиями

и1 ( -  0) =  и11 (+  0) =  и, а1 ( -  0) =  а11 (+  0) =  а,

F1 +  F11 =  F, М 1 +  М п =  М,

где индекс I относится к левой полубезграничной пластине, 
а индекс II — к правой. Тогда

J z == М  Cact, F х CnitXi у =  Ĉ ityj
где

Ct =  2 Ctl =  — 4/c2D /(l/x ' +  1 /£х), Ca =  2 Caa — 4 &2Z)/(ix +  x'),
Cn — 2Cnn — 2со2рй/(£хг i/c„/x(), Сг =  2С1г =  2<о2р/г./(£х, +  i/cf,/*/)-

Все перекрестные члены обращаются в нуль. Поэтому подат
ливости будут обратны соответствующим жесткостям:

JI — 1 /С;, J а — 1/Са, Jji— „, /  j =  1/С;.
Все податливости образуются суммой двух слагаемых. Каждое 

слагаемое характеризует податливость для определенного типа 
волны. Обозначим:

J tn— Р/% , J to 7=1 [ 3 / ,  J an =  Р% , ^  ao =  Pix,

где р =  1/4 А2П; / , 0, / а0 — податливости для однородных волн; 
J lH, Jaн — податливости для неоднородных волн. Далее обозна
чим Jnd =  Тщ!ку, Jm =  fky/xt, Jid =  r V * b  /к  =  где
индекс d относится к волне расширения, а индекс t — к волне 
сдвига "f — ikv/2(o2ph.

Поле смещений при действии силы и момента в безграничной 
пластине имеет вид
иг (х) =  Fz [Jto ехР (i»41 * — |) +  J tn exp (— х' I а; — х01)] +

f +  М$[(х — хй)1\х — х0\] [exp (£х|а: — х0|) — ехр(— х'|я — х01)1,

■■Г f: Г, ? .
<к?-.4е г v
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а (х )=  — F2P sign (a: — x0) [exp (ix \ x — x01) — exp (— x' \ x — x01)] +  
+  M [Ja 0 exp (ix\x —  .T0 1) +  /  alI exp ( —  x' \ x —  t 0 |)].

Поле смещений в безграничной пластине под действием сил 
Fx, Fv имеет следующий вид:
их (т) =  Fx [Jnd exp (ix, [ т — т01) +  Jni exp (ixt | x — т01)] +

+  Fv4 sign (т — t0) [exp (ix, | x — x0 \ — exp (ix, | x — x01)], 
uv (x) =  Fx4 sign (t — t0) [exp (ix, | т — т01) — exp (ix, |t — t01)] +

+  Py \ J id exp (ix, [ т — t0 |) +  / „  exp (ix, | ж — t0|)]. (2.11)
Эти выражения удобны при вычислении коэффициента отраже

ния и будут использованы в главе 3.

Несимметричное ребро жесткости

Несимметричное ребро жесткости представляет собой полосу, 
на которую действуют силы только вдоль одного из краев (т =  
=  —I). Условия на свободном краю имеют вид

Fc (I) +  Fa (l) =  О, Мс (I) +  М а (/•) =  О,
■отсюда
Fc ( -  I) =  Fa (— l) =  F ( -  l)/2, Mc ( -  l) =  M a ( -  l) =  М  ( -  1)/2.

Обозначим элементы матрицы податливостей ребра индек
сом «р». Тогда можно написать

uz (— l) 1 7Р Гр ч ! J 1 а F z { -  l)

а ( 1) гР /Р \ J at J аа М { -  l)

их {— 1) гР rV I J пп v nl Fx ( ~ l )
иу (— 1) Ли Л F v ( -  l)

где Ян =  V* (Лн +  Ян)-
Рассмотрим предельный случай низкочастотного длинновол

нового воздействия. Для продольно-поперечных колебаний эле
менты матрицы податливостей выражают связь между изгибными 
и продольными колебаниями ребра как стержня:

гр —J пп —

Я =

r fr -

пр + д
х?/2

пр

ikylv
Дпр

ikyl
(2.13)
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где
Апр =  со2рЫ {к\/к\р — 1), Апр =  to (р/Е)ч\ 
Аизг =  со2рМ [(Ар — кук()/кпзт 1],
4 ЗГ =  м(Зр/£Г-)'Л.ЪИЗГ

Аналогично для изгибных колебаний полосы

(2.14)

где
A , =  Dl [At ( 1 - Vs) - А 4],

Д к р  =  G - k H j 3  [ A t  —  A t p l ,  /с,<р =  c o Z /A  ( р / G ) ' 1’ .

Таким образом, выражения (2.13) и (2.14) определяют линей
ные податливости несимметричного ребра жесткости в диапазоне 
частот и длин волн, когда его можно рассматривать как стержень.

При нормальном падении волны на препятствие задача о про
хождении изгибной волны в пластине становится эквивалентной 
задаче о прохождении волны через препятствие, укрепленное на 
стержне. В работах [17, 45] рассмотрены следующие препятствия: 
сосредоточенная масса, обладающая моментом инерции; пассив
ные антивибраторы. В этих работах сделан важный вывод о том, 
что масса, обладающая моментом инерции, способна полностью 
отразить падающую волну на определенной частоте.

В работах [47, 67] рассмотрены виброизолирующие свойства 
ребра жесткости. Виброизоляция высокого ребра жесткости при 
нормальном падении волны исследована в работе [33], а низкого 
ребра жесткости при произвольном угле падения — в работе [67]. 
В этих работах сделан важный вывод о том, что основное влияние 
на характер отражения оказывают направления совпадения.

Г л а в а  3

ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕПЯТСТВИЯ 
НА БЕЗГРАНИЧНОЙ ПЛАСТИНЕ
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В настоящей главе не рассматриваются препятствия, при ко
торых пластина испытывает разрыв смещения (например, упру
гая прокладка), а также ие учитывается ширина препятствия. 
Такие препятствия рассмотрены в работах [22—24].

Ниже рассмотрены отражающие свойства низкого и несиммет
ричного высокого ребер жесткости. В этих задачах учтены про
дольные и поперечные волны, возникающие в пластинах при от
ражении.

Низкое ребро жесткости
Пусть в безграничной пластине толщиной h с изгибной жест

костью D и плотностью вещества р на линии х =  х0 имеется пре
пятствие, однородное по длине и симметричное относительно ней
тральной плоскости пластины. Если выделить из полного поля 
wj падающую плоскую изгибную волну 1 (— оо О  <  оо)

w0 =  exp [in (х — £„)],
(где к =  к cos 0; ку =  к sin 0; Wj — смещение; 0 — угол па
дения; к — волновое число падающей волны), то возникающее 
из-за препятствия вторичное поле w = 'w l — w0 при | х \ >■ оо
представляет собой уходящую от места контакта изгибную 
волну.

Коэффициент отражения можно записать как сумму коэффи
циентов для симметричного и антисимметричного полей: V =  
=  Vp -f- Уд/, где V — коэффициент отражения однородной волны. 
Используя теперь контактные условия для сил и смещений и 
углов поворота

F +  F0 =  О, М +  М0 =  О, 
и)0 (0) +  iv (0) ■= и, [г̂ 0 (0)]'v +  [w (0)]х =-• а, 

а также условия
V р =  w(Q)Jlo/w0(0)Jt, VM =  [w(0)]xJao/[w0(0)]x Ja,

получим коэффициент отражения однородной волны
V — — [ / (o/(/f +  j  Fn)] +  [ j  cto/{j а j  М п)] (3-1)

ИЛИ

V =  [1 +  (1/ix) (к'х +  JM п/Р)]-1 — [1 +  гх (1 /кх — JFn/P)]-1. (3.2)
Коэффициент прохождения однородной волны при этом име

ет вид Т =  1 +  Vf — Vm-
Рассмотрим частные простые случаи. Если пластина оперта 

вдоль линии х =  х0 (Jpn =  0, Jmп =  оо), то | V |2 =  (1 +  sin20)/2. 
При 0 =  0, | V |2 =  0,5, т. е. при нормальном падении от шарнир
ной опоры отражается половина падающей энергии. Однако

1 Множитель exp (ikyy —ia>t) ниже всюду опущен.
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с возрастанием угла падения доля отраженной энергии увеличи
вается и V —!■ — 1 при 0 —> я/2. Когда запрещен поворот пластин 
вдоль линии х =  х0 ( /р п =  оо, JМп =  0), то | V |2 =  cos20/2. 
В этом случае с изменением угла падения от 0 до я/2 | V |2 изме
няется от 0,5 до 0. Таким образом, при косом падении силовое 
сопротивление препятствия сильнее влияет на отражение изгиб- 
ных волн, чем моментное, поскольку амплитуда смещений следа 
волны не изменяется с изменением угла падения, а амплитуда уг
ла поворота следа волны уменьшается и равна пулю при 0 =  я/2.

Как видно из выражения (3.1), прозрачность препятствия 
обусловлена компенсацией вкладов от силового и момеитного 
взаимодействий. Условие прозрачности {V— 0) можно записать 
в виде

{J Fa  4" J lu)/J I о =  (j  М п “Ь Jan )U  aoi (3 .3 )
или

{J Fa — p/и') И2 =  J МП +  и р. (3.4)
Условие полного отражения (Т =  0) имеет вид

( j  Fa  +  j  l i i j f j  I о —  J  ао/{-Гмп +  J  aii)i (3 -5)
ИЛИ

(1/X — /р-п/РН^Мп/Р +  и )  =  1. (3.6)
В случае нормального падения выражения (3.2) — (3.4) согла

суются с известными [67].
Если препятствие обладает только сопротивлением к переме

щению пластины (/м п  =  оо), то частотой запирания будет ре
зонансная частота, находимая из уравнения Jpn +  Jtn =  0. 
Так как проводимость Jln массовая, то препятствие при этом 
должно иметь характер упругости. Если препятствие обладает 
только сопротивлением повороту ( /^ п =  оо), то частота запирания 
определяется уравнением Jма +  Jaн =  0, и так как проводи
мость Jaн упругая, то препятствие должно иметь характер мо
мента инерции.

Интересно проследить аналогию со стержнем. Если на стержне 
укреплен антивибратор, не оказывающий сопротивления повороту, 
то частота запирания со =  [йГа (1 !т& +  ЦМь)'к (где тпй —
масса антивибратора; Ка — его упругость; М э =  4рh/k — экви
валентная масса для неоднородной волны в стержне) оказывается 
выше парциальной частоты антивибратора — результат, полу
ченный и проверенный экспериментально в работе [17]. Если на 
стержне укреплен антивибратор , не оказывающий сопротивления 
перемещению стержня, то частота запирания, определяемая ра
венством со =  [ /а {Са +  СВ)]Ч2 (где / а — момент инерции анти
вибратора; Са — его крутильная жесткость; Са =  kliD  — экви
валентная крутильная жесткость для неоднородной волны в 
стержне), будет ниже парциальной частоты аитивибраторэ, что 
согласуется с результатами, полученными и проверенными эк
спериментально в работе [17].
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Рис. 1. Линии уровня коэффициента отражения от низкого ребра жест
кости
a, Ь — Jjif п =  00'• ° 'i  ь' — Jpn  =  °°; а — совпадение пзгибных волн ребра (0ИЗГ =  
=  are sin 0,25 — угол совпадения); а' — совпадение крутильных колебаний ребра;
b, Ь' — полное отражение; А, В — условия прозрачности и запирания^ [уравнения (3.4) 
и (3.0)1

Рис. 2. Зависимость | V | от угла падения для низкого ребра жесткости 
(kl  =  0,75)

Пусть теперь препятствием является ребро жесткости 
JFln =  8 К  -  *?«). JМП =  GI“P Ч -  /скр)- ПРИ подстановке
этих выражений в формулу (3.2) получим коэффициент отраже
ния, согласующийся по форме с выражением работы [67]. Рас
смотрим частный случай, когда высота ребра жесткости I — 16h, 
ширина ^  =  2h. Для этого случая на рис. 1 в полярных коорди
натах (kl, 0) построепы кривые, определяемые выражениями (3.4) — 
(3.6). Точка пересечения штрихпунктирной кривой и штриховой 
кривой а находится на сплошной кривой А и соответствует про
зрачности ребра жесткости, обусловленной совпадением как из- 
гибных, так и крутильных колебаний. При этом неоднородные 
волны не возникают. Точка пересечения штрихпунктирной кривой 
Ъ и штриховой кривой Ъ лежит на сплошной кривой А  и соответ
ствует прозрачности ребра, обусловленной компенсацией вкладов 
в отраженное поле от силового и моментного взаимодействий. 
Отражение в этом случае для каждого вида взаимодействия 
равно по модулю единице. Как видно из рис. 1, влияние моментного 
сопротивления ребра проявляется, если kl^> 1. При этом в ребре 
возникают волновые явления и выражения Jмп становятся не
точными. При выполнении условия (kl <( 1) крутильное сопро
тивление ребра практически не оказывает влияния на отражение 
волны, которое обусловлено только силовым сопротивлением 
ребра. На рис. 2 показаны значения модуля коэффициента отра
жения в зависимости от угла падения при значении kl, равном 
0,75. Как видно из рисунка, углы полного отражения и полного 
прохождения разделяют две характерные области слабого и силь
ного отражения.
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Линейное несимметричное препятствие

На безграничной пластине вдоль оси у расположено несим
метричное относительно нейтральной плоскости пластины препят
ствие, колебания которого характеризуются следующими зависи
мостями:

И? ГпJ и J  to. Fax

к гпJ a t JnJ aa Fna

и™ J nn Tn
J  n l Fn1 Z

Tn J In rnJ П p n  
r  V

где — податливости препятствия; F", Fy, F™ и F2 — ампли
туды сил и момента сил; и", и.1, и", — смещение и угол поворота
контактной полоски. Такими зависимостями, к примеру, характе
ризуется полубезграничная пластина или несимметричное ребро 
жесткости, жестко скрепленные с безграничной пластиной нор
мально к ней.

Выделим нз общего поля в безграничной пластине падающую 
плоскую изгибную волну и прошедшую через препятствие волну 
той же амплитуды:

ц° (х) =  А ехр (1ш),

где оо ^  х — с». Контактные условия для сил и смещений име
ют следующий вид:

F +  Fn =  0, M +  Fna =  0, =  иу =  Щ,

U°z (0) -j- uz =  u l  [u° (0)]i +  a =  it",

где и, a — амплитуды смещения и угла поворота пластины в 
месте контакта для вторичного поля; F, Fn и М  — амплитуды 
силы и момента сил.

Контактные условия для препятствия и пластины образуют 
две независимые системы уравнений, из которых можно найти 
безразмерную амплитуду смещения A z и угла поворота А а плас
тины в месте контакта для вторичного поля:

Аг =  _  Jt +  K n - W n V i + J f d - 1 ’
Ja

Аа =  ~  J, +  JlL  -  (Jn+ Ju)'1 '
Коэффициент отражения однородной изгибной волны V обра

зуется суммой коэффициентов отражения для симметричного вто
ричного поля Vc и для антисимметричного поля Fa, которые, как 
следует из выражений (2.11), зависят от безразмерных амплитуд
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следующим образом: Vc == A zJl0/Jt, Va =  — A aJa0/Ja, и окон
чательно

V =  — to

j t +  Jin -  W W l  +  +  j a +  C  -  l W A Jn +  Jn) 1 '
Прозрачность препятствия, так же как и в случае симметрич

ного препятствия, обусловлена компенсацией вкладов в отра
женное поле от симметричных и антисимметричных колебаний,

Рис. 3. Несимметричное пре
пятствие — точечная масса на 
невесомом стержне

М(У т
г

i
за исключением тривиального случая, когда все податливости 
препятствия обращаются в бесконечность.

В некоторых случаях для расчетов можно воспользоваться 
следующей записью коэффициента отражения:

J, +  Jin (Jl +  W u W l +  JU) Ja +  Jla Vn +  W ttW n  +  '
(3.7)

Рассмотрим частный случай несимметричной массы, укреплен
ной на стержне (рис. 3).

Точечная масса Л7Т жестко прикреплена к стержню беско
нечно жестким невесомым стержнем длиной г. Элементы матрицы 
податливостей и жесткостей для этого препятствия имеют вид

Л п =  _  l / fflW T,

Си =  — соЧ'Л, С?а =  -  coWTr,
Clt =  — C02M Tr, Cla= — CoWT7'2. (3.8)

Детерминант матрицы (3.8) равен нулю. Придавая небольшой 
момент инерции точечной массе, можно найти отношение диаго
нальных членов матрицы податливостей:

Jla/Ju =  1/Г*. (3.9)
Подставляя выражения (3.8) и (3.9) в формулу (3.7), получим 

коэффициент отражения от несимметричной массы:
т/*      _____Д  о_____  ___________J а о___________

“  ~  J( -  1/м2Л/т +  Ja +  JJA - 1 / ш ’
или
V =  — (1 i -j- 2ipS'ki/nMT)~1 +  [1 — i +  i (P5X3/2n W Tr2) +

+  (к*/2л%г*)Г\
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где S — площадь поперечного сечения стержня; Я — длина из- 
гибной волны; Аг — длина продольной волны.

Наличие в знаменателе второго слагаемого члена, равного от
ношению активных проводимостей для однородной изгибной волны 
и для продольной волны, приводит к тому, что условия прозрач
ности и полного отражения не удовлетворяются. Таким образом, 
энергия более равномерно отражается в обе стороны от препятст
вия как в виде изгибных волн, так и в виде продольных. Однако 
если выполняется неравенство Xs 2л2А,гг2, то утечкой энергии 
в виде продольных волн можно пренебречь.

Высокое ребро жесткости
Подставив в формулу (3.7) выражение для элементов матриц 

податливостей несимметричного ребра жесткости (2.12), полу
чим коэффициент отражения в виде

J , + 1Г V n n  +  П п  -  K l  +  J nl) V ln  +  J f n V i + J CU +  m  * V

Ja +  -T  V™ +  -  (J<* +  (J*l +  0 / ( 4 *  +  JU +  JU)1

Если длина изгибной падающей волны много больше высоты 
ребра, то второе слагаемое практически не оказывает влияния на 
отражение волн. При условии 2hX hpl (где hp — толщина ребра),
если не считать практически неощутимой узкой области совпаде
ния следа с длиной поперечной волны в пластине, коэффициент 
отражения

V  =  -  /,о/(/, +  1 /С1п),

и ребро можно рассматривать как симметричное с изгибной жест
костью, в 4 раза превышающей его собственную. Зависимость 
коэффициента отражения от угла падения для такого ребра изо
бражена на рис. 1.

Рассмотрим частный случай, когда выполняются неравенства:
2Ji Jn +  J ц, 2 /n Jcn 4- Jа, т. e. когда контактная по
лоска не смещается в плоскости пластины. Диапазон частот и 
углов падения, в котором удовлетворяются эти неравенства, 
зависит от соотношения размеров ребра и пластины.

Ниже это будет проанализировано более подробно. Тогда 
коэффициент отражения имеет следующий вид:

V — ■ ю
■ +

J, +  1/CL / я +  1/С£в
(3.10)

где Спп — [2/nn (41)\ 1, Саа =  [2Jaa (41)] \ — элементы матриц 
жесткостей несимметричного ребра; J„n (41), J la (41) — элементы
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Рис. 4. Линии уровня коэффициента отражения от высокого ребра жест
кости
а.Ь — Сда =  0; а', Ь’ — cJJn =  0; а — совпадение антисимметричных нормальных про 
дольно-поперечных волн ребра; а' — совпадение антисимметричных изгибпых нормаль
ных волн ребра шириной 4J; Ь, Ь' — полное отражение; А , В — условия прозрачности 
и полного отражения для коэффициента отражения, определяемого формулой (3.10)

матриц податливостей для антисимметричных колебаний полосы 
шириной 41. Выражение (3.10) является точным решением для 
симметричного ребра жесткости шириной 41, жесткости которого 
уменьшены в 2 раза.

На рис. 4 для случая =  h, I =  8h, Сг =  5 км!сек, v =  0,31 
в полярных координатах (Ы, 0) нанесены кривые, соответствующие 
прозрачности ребра и полному отражению. Как видно из сравнения 
рис. 1 и 4, есть сильное расхождение в результатах в области длин 
волн, сравнимых с высотой ребра жесткости.

Податливость пластины в своей плоскости приводит к тому, 
что при углах падения, меньших угла совпадения для попереч
ной волны в пластине, невозможно полное отражение и полная 
прозрачность, поскольку часть энергии падающей волны преоб
разуется в энергию продольных и поперечных волн в пластине. 
Для углов падения, больших угла совпадения для поперечной 
волны, неоднородные поперечные и продольные волны несколько 
влияют на расположение кривых прозрачности и полного отраже
ния. При больших углах падения для изгибных колебаний ребро 
жесткости «размягчается» — его жесткость может уменьшиться 
в 1,5 раза. Однако в этом случае коэффициент отражения бли
зок к единице и уменьшение жесткости ребра слабо влияет на его 
величину.
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При малых углах падения преобразование изгибных волн в 
однородные продольную и поперечную волны происходит в основ
ном из-за крутильных волн ребра жесткости, но величина коэф
фициента отражения также слабо меняется в этом случае.

Линейный звуковой мостик

Две плоскопараллельные пластины толщиной h жестко скреп
лены одна с другой с помощью бесконечной полосы, располагаю
щейся между пластинами под прямым углом к ним (рис. 5). Вы

сота полосы 21, толщина h0. Мо
дуль упругости пластин Е, по
лосы Е 0. Коэффициенты Пуассо
на для пластин и для полосы 
а и 0О соответственно.

Направим ось у вдоль линии 
пересечения двух нейтральных 
плоскостей полосы. Ось х при 
этом будет лежать в плоскости, 
параллельной пластинам, а ось 
z — в плоскости, нормальной к 
ним.

В нижней пластине на со
единение из бесконечности па

дает изгибная волна с вектором смещения uz, параллельным оси z:
uz =  A exp (i%x), х 0.

Здесь и всюду ниже опущен множитель exp (ikvy — mt), 
входящий во все характеристики поля.

Выделим из общего поля игп волну uz, распространяющуюся 
в нижней пластине (— эо ^  х  ^  оо). Вторичное поле uzB — 
=  uza — uz возбуждается смещением uz |.т=0 и углом поворота 
а  =  (иг)'х |л-=0 выделенной волны. Вторичное поле можно пред
ставить как сумму четырех полей, соответствующих тому, что 
соединение имеет две плоскости симметрии, совпадающие с ней
тральными плоскостями полосы: I  — (о, y,z)\ I I  — (х, у, о).

Симметричные колебания относительно обеих плоскостей воз
буждаются смещениями + u 2/2|*=0 . Антисимметричные коле-

z = + l
бания относительно плоскости I I  и симметричные относительно 
плоскости /  возбуждаются смещениями u j2  L=0 . Симметричные
колебания относительно плоскости I I  и антисимметричные от
носительно плоскости I  возбуждаются углами поворота +  а/21т=0 .
Антисимметричные колебания относительно обеих плоскостей 
возбуждаются углами поворота а/21-с=о

Рис. 5. Разрез звукового мостика

28



Коэффициент отражения однородной изгибной волны можно 
также записать в виде суммы четырех слагаемых, соответствую
щих изгибным волнам в нижней пластине для каждого типа ко
лебаний вторичного поля:

V =  Fcc +  Foa +  Fac +  Faa.

Коэффициенты прохождения легко найти, если известны 
значения каждого из четырех слагаемых.

Коэффициент прохождения однородной изгибной волны в ту 
же пластину

Т = 1  +  Fcc +  Fca — Fac — Faai

в левую часть верхней пластины
Тг — —Fco +  Fca — Fac +  Faa

и в правую часть

Т2 =  — У со +  Уса +  Fac — Faa.
Из этих выражений можно найти коэффициент прохождения 

энергии изгибных волн в верхнюю пластину из нижней, т. е. 
величину, характеризующую эффективность звукового мостика:
Ть =  (— Fcc +  Fса) (— Fcc +  Fоа)* +  (— Fac -f- Faa) (— Fac +  Faa)*,

где звездочка означает комплексно сопряженную величину.
Значения четырех коэффициентов отражения можно выразить 

через амплитуды колебаний полосы контакта нижней пластины 
с полосой:

сз о II Re / ,  и°
F ca —

Re/, u\
J, “z ’ Jt uz ’

IIосв

Re / а ас
Faa =

R e/a
(3.11)Ja а ’ Ja • “ '

Обозначим амплитуды смещений полосы на нижней линии 
соединения для симметричных колебаний относительно обеих 
плоскостей через (Уу, v°z), а амплитуды сил через (Ру, P z). Кон
тактные условия имеют вид

(Vy, «г) =  К ,  uz) 4- (0, uJ2),

(Fy, Fz) =  — {Ру, Pcz). (3.12)

Амплитуды сил и смещений полосы связаны эрмитовой мат
рицей жесткостей второго порядка:

Си си\ f v l \ ( P y  
С21 c j  U; \К (3.13)
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Пусть А̂ с, — собственные значения, а “У00, у2с — углы наклона 
собственных векторов матрицы жесткостей. Тогда связь между 
компонентами собственных векторов имеет вид

^ C(VCIV,VI)  =  (P1V, P C1Z),

I&) =  К ) ,

v%/vclz =  Pcly/Pclz =  tg гГ , Vcjv \ z =  Pty/Ptz =  tg Та0. - (3.14)

Далее компоненты смещений и сил на линии соединения рав
ны сумме компонент собственных векторов:

(vly, ylz) +  (Нгу! viz) =  (vy, vz),

(Ply, Plz) +  (Ply, Plz) =  (Pi, Pi). (3.15)
Силы и смещения в пластине связаны двумя податливостями 

J, и / г:
Jt =  vl/Fl, / ,  =  vl/Fl (3.16)

Из выражений (3.11) — (3.16) после ряда преобразований мож
но получить амплитуду пластины

ut/uz — — /,/2 .4 , 
где

л  [tg T f (^ с +  с р г  -  [tg T f (Я2СС +  e p r
* +  * .« 7 [ t g T №  +  cp ] -  (^ c +  c p ] '

С помощью аналогичных вычислений находим амплитуду 
пластины поля, симметричного относительно плоскости I  и ан
тисимметричного относительно плоскости II :

ulluz =  — J,I2A',

где
^  [tg T f  (Я?а +  C ,)]i -  [tg т2са (^ а +  С,)]"1

' +  ^ a/[tg T f  (^ а +  С,)] -  ^ a/[tg таа (^ а +  С р]'

Собственные значения и углы наклона собственных векторов 
матриц, описывающих продольно-поперечные колебания, имеют 
следующий вид для симметричных колебаний относительно обеих 
плоскостей:

.сс _  <о*рЛ 1 — (y-il tg Kfl /(к{1 ctg x(Z) ±  Б 
1,2 2 ‘ x, tg УчЦку +  ky tg y.tl/y.t ’

cc _  — 1 — (к, tg x;Z)/(x; ctg yfl ±  Б
g Tw _  (2ikllkf) [2хг tg yjtllky -  (x2 -  kl) tg x,Z/(/c,/cy)] ’
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где

Б =
_V g K jW  /  2* ,tg* ,Z -x ( tg к,г kv tg Х,1
* , ctg » V /  +  ^  \ *,

для симметричных относительно плоскости I  и антисимметричных 
относительно плоскости II :

, са озар/г 1 -  (х, tg и,!)/ (и, ctg x;Z) +  £ '
1 , 2  _  '  ^ t g ^ l / k y  +  k y t g ^

t са _  ;_____ 1 +  (*, tg ctg ягг) +  Д'______
gT l,2_ (2tA*/fc*)[2xJ'tgx(I/*v -(4 ? - fc * )tg x II/(fc1,Kl)] ’

где 

Б ' =
y-j tg V ; l \2 4/ĉ  / 2x( tg x(2 —  xf tg Xjl/Xj
У; Ctg X;i )  ^  fc* \

V W _ y ' ,/:

Для антисимметричных колебаний относительно плоскости /  
можно написать уравнения, аналогичные (3.14) и (3.15). Обозна
чим амплитуды смещений полосы на нижней линии соединения для 
симметричных колебаний относительно плоскости I  и антисим
метричных относительно плоскости I I  через (uac, i£c), а ампли
туды сил через {Р%с, РТ)- Для колебаний, симметричных от
носительно обеих плоскостей, введем обозначения для смещений 
(уаа, уаа) и для сил (Раа, РТ)' Тогда контактные условия можно 
записать так:

■(?“ ’ аа, y f '  аа) =  («“ , u f)  +  (О, uj2 ).
^ а с ,  аа jjiac, аа  ̂    р̂ ас, аа р а с , аа^

Пусть Хао, Х|с, ?̂аа, Х2а — собственные значения, а уас, у?0’ 
уаа, у|а — углы наклона собственных векторов матриц жесткос
тей полосы второго порядка для изгибных колебаний. Тогда 
связь между компонентами собственных векторов имеет вид

М С№ , » аы ) = ( Р % , Р а1Э ,
'ХЗС/ ас ас\ __/рас р ас\2̂ \ v 2Xi Щ а )  —  2a ) j

|Хаал,аа 7,aa\ __ / p aa p aa\1̂ \yixi V2a) — lx j ^ia)i
1 aa /7,aa 37aa\ __ / p aa p aa\
fi*2 \ У 2х » Щ а )  —  \J r  Jr 2a)*

!> > !£ ;=  Pla/Pll =  tg Tx°! v X  =  P%/P% =  tg r f ,

Via/Vix =  Pta/Pll =  tg ТГ, =  P“ /P$2 =  tg т Г
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Далее компоненты смещений и сил на линии соединения равны 
сумме компонент собственных векторов:

(»£ , »ы) +  №  y|S) =  (v f, vT),

(wS, +  (УЙ, l̂a) =  (y f , vT),

(P%, Pla) +  (P%, Pla) =  {Px°, P l%

(РЦ  PTa) +  (P ll  P%) =  (P%\ PT).
Определим податливость пластины в направлении х:

Jn =  ux/Fx =  т (V *u  +  ky/Xi)-

Из выражений (3.17) и (3.18) после ряда преобразований на
ходим амплитуды угла поворота пластины и полосы в месте кон
такта. Обозначим va =  а. Тогда

аас/а =  — JJ2E",
где

Б" =  / а

где

Б"' = J a +

[tg тГ  (Кс +  ^ Г 1 ~  [tg Tg° (Кс +  ^ Г 1 
^°/[tg rfc (КС +  с п) 1 -  ТоС (Кс +  Са)) ’

ааа/а =  — JJ2E'",

[tg T f  (Я?а +  Cn)]~i -  [tg Tf  (Хаа +  СП) Г  
Xf/[tg Таа (A“  +  Сп)] -  Xf/[tg Tf a (̂ 2аа +  Сп)] '

Выпишем подробно выражения для собственных значений и уг
лов наклона собственных векторов:

, ас Г-i2 — к Ч 'у .у ’ tg y.l th v.'l +  [/с4 г4 (1 +  их'/2 tg иг th и'г)2 +  А ] 1/г 
Л'1’2 -  г-1 (и tg иг +  и' th x ' l y p

ас _  А-ггг +  к Ч Ч у 'У - tg иг 111 y ' l  +  [/с-Ч4 (1 +  у у 'Р  tg y l  th у ' If  -f  А ] 'и  

g '̂1'2 г3 [и' th и'г (и2 -f- v/c2) — и tg иг (и)2 — vTc2)] ’

где А =  Iй [х' th x'Z (х2 +  vk\) — х tg xZ (х'2 — vAy)]2.

Далее для антисимметричных колебаний относительно обеих 
плоскостей

„ аа   кЧ2 tg y.l th y ' l  — /с2г4ии' — кЧ*УУ' Гр [/с4/4 (tg иг th y ' l  +  г2ии')2 +  В]1/*
Al’2 г* (nth »' г — и' tg  у  i ) /D  ’

аа _  1*к*уу' -р /г2г°- tg иг th и'г +  [/с4г4 (tg иг th и'г +  г2ии')2 +  в ]1/; 
g Tl’2 _  гз [ — и' tg иг (и2 +  v/c2) — и th и' г (и'2 — v/c2) ]

где В =  Iй [— х' tg xZ (х2 +  v/c2) — х th x'Z (х'2 — v/4)l2.
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Таким образом, все четыре коэффициента выражены через час
тоту! угол падения волны и параметры пластин и полосы.

Рассмотрим теперь случай низких частот, т. е. когда выполня
ются неравенства х ( Z<^;1, x( Z<^;l, х Z 1, x 'Z < ^ l .  В этом 
случае выражения для податливостей, собственных значений и уг
лов наклона собственных векторов упрощаются (положим при 
этом k0 =  h):

, сс _  со*рh  2 +  (2k y k ] )  (2Щ  -  ft?)2 Щ к у 1Г-
1 ~  2к у ' (М )а/ у

, сс со2рЛ -  2 {Уч 1? -  С2Л*/ДА) (2А* -  Л*)2 ^/(/с^)2
2 ~  • (fc,i)»/v
tg Т Г ~  — (2iftJ/ft?) (2ft? -  ft?) ZV2ft„Z, 

tg T2° ~  -  2/(2Zft*/ft?) • (2ft? -  ft?) l2/kvl.

В этом случае выполняется неравенство | ft?0 [ | Сг |
| ft?c |. Учитывая ортогональность собственных векторов (tg ух =  

=  — (tg у2)-1), получим | tg Уз/tg  у2 I <С1. Поскольку / ,  >> l/ft?°, 
то uVuz да —0,5.

У матрицы жесткостей полосы для колебаний, симметричных 
относительно плоскости II , антисимметричных относительно плос
кости I, приближенные выражения собственных значений и углов 
наклона собственных векторов на низких частотах имеют следую- 
щий ВИД.'

ft?a да -  a2phi, ft f  да a2phl/(ktl f ,

tg ГГ ~  i V .  tg T f  ~  — 1 Hkyl.

На низких частотах удовлетворяется неравенство

| ^ | > K ; | > | ftr| .
Поскольку | tg Yi/tg у2 1 <^. 1, то можно написать 

u\luz =  -  JJ2 ( / ,  +  1/ftf),

и так как / ,  <^; l/ft f, то xiz!uz да — J\ ft?a/2 да 0, т. е. на самых 
низких частотах смещением пластин в направлении оси у можно 
пренебречь. Найдем приближенные выражения для матриц жест
костей полосы для антисимметричных колебаний относительно 
плоскости / :

ft“c =  - JD [ f t * - ( l - 6*)ftllZ,

ft2ac =  D (l +  k^)/P, t g Tlao =  -v /c?Z2, tg yf0 =  l/vft?Z2.
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На низких частотах выполняется неравенство 
| ЯГ | ^  | Сп| ^>| Яас|. Учитывая, что | tg y^/tg у|с | 1, получим

а“ / а » - / « / 2 ( Л  + 1 А Г ) ,

и поскольку / а <^! 1AJ0, то аао/а  — Ja Яао/2 ^  0.
Найдем теперь приближенные выражения для собственных 

значений и углов наклона собственных векторов полосы при анти
симметричных колебаниях относительно обеих плоскостей:

%г -  3D 1
(1—V) *51 /

2 A* J I I3,

а аа Л»2 - 3 D 1 + 2 /с2 г3, t g r f : 1, tg r S a - l .

На низких частотах справедливо неравенство Я|а ^>
Отсюда

ааа/а =  -  / а/2 [ / ,  +  1/2Л,“  +  1/2Я|а],

и поскольку / а (1/2) (1/Яас +  1/Л|с), то ааа/а  =  — V2.
Коэффициент прохождения по энергии на низких частотах бу

дет равен следующему выражению:
(R e / t)« (Re / а)2 

4 /w а а
cos3 0
" Т - +

sin2 0 
4 ~ 4 ‘

Таким образом, на самых низких частотах звуковой мостик 
передает четверть падающей энергии.

Г л а в а  4
УГЛОВОЕ СОЕДИНЕНИЕ ПЛАСТИН

Угловое соединение пластин встречается повсеместно в инже
нерных конструкциях. При нормальном падении волн на соеди
нение задача о прохождении волны становится эквивалентной 
задаче о прохождении волны через стык двух стержней. Послед
няя задача рассматривалась в работе [15], где угол соединения 
стержней полагался равным 0 и я/2. При этом рассматривалось 
отражение как изгибной, так и продольной волны. В работе [33] 
рассмотрено прохождение изгибной волны через угловое соедине
ние пластин с существенным ограничением — скорости продольных 
и поперечных волн бесконечны. Ниже задача рассматривается в 
точной постановке, с учетом продольных и поперечных волн, воз
никающих при отражении.

34



Жесткое соединение пластин
Плоская изгибная волна падает из бесконечности под углом 

0 на стык двух полубезграничных пластин одинаковой толщины h. 
Пластины жестко соединены между собой под углом 2ср. Располо
жим ось у вдоль линии соединения. Введем две системы коор
динат так, чтобы в пластине I хг 0, а в пластине II >  О 
(рис. 6). Оси zx и z2 направлены при этом нормально поверхностям

Рис. 6. Разрез углового сое
динения пластин и системы 
координат. Ось у расположена 
нормально к плоскости чер
тежа

каждой из пластин так, что две полуплоскости (zx =  0 при хх
0 и z2 =  0 при Хп >  0) совпадают с нейтральными плоскостями 

пластин. Введем обозначение: (х, z) =  (хх, Zi) при х  0; (х, z ) — 
=  (х2, z2) при х^> 0. Тогда смещения точек нейтральных плоскостей 
их и иу будут характеризовать продольные и поперечные волны, 
а смещение и2 — изгибные. Выделим из полного поля падающую 
плоскую изгибную волну: uz (х) =  А ехр (г ха:), где — оо х  ^  
<  оо. Тогда вторичное поле и1 в пластине I и и11 в пластине II 
при | х | -*■ оо представляет собой уходящую от соединения волну. 
Граничные условия для жесткого соединения пластин имеют вид
и1 (0) =  ц11 (0), а1 =  а11, F1 +  F11 =  0, М1 +  М п =  0, (4.1)
где F1 и М 1 — амплитуды сил и моментов сил, действующих на 
пластину.

Расположим вспомогательную ортогональную систему коор
динат (£, у, ц) так, чтобы ось £ делила угол между пластинами 
пополам (см. рис. 6). Соединение симметрично относительно плос
кости т| =  0, и поле, возбужденное падающей волной,распадается 
на два линейно независимых поля — симметричное и антисиммет
ричное. Следовательно, коэффициент отражения однородной из- 
гибной волны можно записать в виде суммы двух слагаемых: V =  
=  Fc +  Fa, где Fc и Fa — коэффициенты отражения для сим
метричных и антисимметричных колебаний соответственно. Коэф
фициент прохождения однородной изгибной волны запишется 
при этом в виде Т =  1 +  Fc — Fa.

Симметричное поле возбуждается смещением падающей волны, 
а антисимметричное вторичное поле — перерезывающими силами
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•f’nep и î nep (— -̂ пер =  -̂ пер) падающей волны, где ^пеР дейст
вует со стороны пластины I, а ^пер — со стороны пластины II. 
Симметричное вторичное поле должно удовлетворять следующим 
равенствам:

и^(х) — Щ ( X’), 11ц (х) =  utl ( X), Ц-n {х) =  — ип (— х),

al + a n =  0, F l - F ?  =  0, Fl =  F ?, F\ =  - F *

M l -I- M n =  0. (4.2)
Сравнение равенств (4.2) и граничных условий (4.1) дает гра

ничные условия для симметричных колебаний:
м* (0) =  0, F\ =  0, F\ = 0 ,  ar =  0. (4.3)

Колебания границы вдоль координаты £ должны удовлетворять 
системе двух уравнений

и\ (0) =  [м2 (0) +  ulz (0)]/sin ф =  ulx (0)/cos ф,
F\ =  F\ sin ф +  Flx cos ф =  0 (4.4)

при выполнении условий (4.3).
Антисимметричное поле удовлетворяет следующим равенствам:

Ц[г (X) =  U£ ( X), Uy (х) =  Му ( X), Му (х) =  Му ( х),

a1 =  a11, F\ +  Fl1 =  0, F\ =  F™, М 1 =  М и ,
Flv +  F f  =  0. (4.5)

Сравнение равенств (4.5) и граничных условий (4.1) дает гра
ничные условия для антисимметричных колебаний соединения:

и\ (0) =  0, Му (0) =  0, F y = 0 ,  М 1 =  0. (4.6)
Колебания вдоль координаты г) должны удовлетворять систе

ме двух уравнений
м* (0) =  Uz (0)/'cos ф =  — м.у (0)/sin ф,

F\ =  F\ cos ф — Fx sin ф +  /'’□ер cos ф =  0 (4.7)
при выполнении условий (4.6).

Подстановка податливостей и жесткостей полубёсконечной пла
стины (2.9) и (2.10) в системы (4.4) и (4.7) приводит к следующим 
выражениям для безразмерной амплитуды смещения линии сое
динения А с для симметричных колебаний и безразмерной ампли
туды перерезывающей силы Аа для изгибных антисимметричных 
колебаний пластины I:

Ас =  и\ (0)/mz (0) =  — CTlUCJl +  Lg2 ф /пп),

Аа — —Fz/Fneр =  / u/(Jt t +  tg2 фСпп).
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Введем дополнительные обозначения:

Си =  Jю 4" Jт’ Jit — С(о -|- Сщ, (^-8)
где символами / (0, С10 обозначены мнимые части, а символами 

н, Сщ — действительные части выражений С'и и Z»1. Из усло
вия для симметричного поля следует равенство — Ыи10 +  
+  n'uln =  0, где и\о, и\н — амплитуды однородной и неоднород
ной воли на границе. Отсюда u]0/ul (0) =  CttJi0 и коэффи
циент отражения для симметричного поля равен

Vc =  ul0/uz (0) =  Acuzoiul (0) =  —/  (о/(Си +  tg2 ф/„п)-
Из условия М х =  0 для антисимметричных колебаний следует 

равенство Fl0/i>t [к2 +  к\ (1 — v)]2 =  F\n!vf [к2 — к\ (1 — v)]2,
где Fib и Fzн — перерезывающие силы для однородной и неод
нородной изгибных волн соответственно. Отсюда F l jF lz =  Ct0Jи 
и коэффициент отражения для антисимметричного поля имеет вид

ulo!uz (0) =  — Fl0/Flep =  AaFlo/Fl =  C,0/(Ju +  tg2 ФCnn). (4.9)

Окончательно получаем следующее выражение для коэффи
циента отражения однородной изгибной волны:

у  ____________________ I______ _________
C^ +  tg2cp/nn ' +  tg»q>Cnn ' -

Размерные коэффициенты, входящие в выражения для подат
ливостей и жесткостей, сокращаются, и коэффициент отражения 
будет зависеть от отношений трех размерных величин к, кь kt: 
кх!к =  sin 0г, kt/k =  sin 0(, где 0г и 0, — углы совпадения следа 
падающей волны с длина™ продольной и поперечной волн соот
ветственно. Таким образом, коэффициент отражения является 
функцией четырех углов: V — f  (ср, 0, 0;, 0[). Углы 0г и 0( связаны 
соотношением sin 0г =  sin 0( [(1 — v)/ 2]’/г. Угол совпадения для 
продольной волны выражается через частоту /  и параметры пла
стин

sin 0г =  (nfh/У  3 Ci)4-,

где d  — скорость продольной волны в пластине.
Рассмотрим отражение при различных углах соединения пла

стин.
1. 2 ср =  л, V =  0..
2. tg2 ф 1- В этом случае С/п +  tg2 ф Спп ^>’ С,0 и Fa ~  0. 

Основное значение имеют симметричные колебания V ^  Vc. Усло
вие -полного отражения / (н +  tg2 ф Jnn =  0 может выполняться 
только при 0 >  0г. При sin2 0 sin2 0г это условие упрощается:

sin2 0, tg2 ф =  [(1 -f- a) sin 0]/2 ~)/Г1 +  sin2 0.
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rh, см/сен

Рпс. 7. Линии уровня | V | 2 
для жесткого углового соеди
нения пластин
а  —  2ф  =  0,9л; б — пластины об
разуют прямой угол; в — 2ф =  

в = 0,]Я

Максимальная частота, при которой возможно полное отраже
ние, зависит от угла соединения пластин следующим образом:

/ш ах =  С1 —  v ) 2 c J A n h  t g 2 cp.

Условие полного прохождения Jnn =  оо, или 4/cf/x[x( +  
+  (я2 — 4'ц)2 =  0, является дисперсионным уравнением «рэле- 
евской» волны в пластине. Таким образом, полное прохождение 
обусловлено условием совпадения следа падающей волны с дли
ной «рэлеевской» волны. Незначительное отличие угла полного 
прохождения от угла совпадения для «рэлеевской» волны 0,. на вы
соких частотах обусловлено влиянием антисимметричных колеба
ний. На рис. 7, а для случая 2 ср =  0,9 я, сг =  5 км/сек, v =  0,31 
нанесены линии уровня | V\ 2 для значений 0, 1/3, 2/3, 1. Для углов 
падения 0 0,. величина | V | 2 быстро уменьшается с повыше-'"
нием частоты. Для углов падения 0 0,. коэффициент отражения
по энергии с повышением частоты возрастает и достигает значения 
1, а затем быстро уменьшается.

Таким образом, при наличии слабых изломов пластины изгиб- 
ная волна на низких частотах будет испытывать сильное рассеяние.

3. tg ср =  1, Ci =  5 км/сек, v =  0,31. Для этого случая иа 
рис. 7, б нанесены линии уровня | V\ 2 для значений 0, V3, 2/3, 1. 
Здесь определяющее влияние также оказывают симметричные ко
лебания. Углы полного прохождения и полного отражения рас
полагаются близко один от другого и разделяют две характерные
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IVI2

Рис. 8. Зависимость | V | - от угла падения О
п — пластины сложены и жестко соединены; б — шарнирное соединение пластин, пласти
ны полностью сложены лпоо раскрыты

области слабого и сильного отражения. Для углов падения 0 <( 
<Д 0,, коэффициент отражения по энергии с повышением частоты 
уменьшается, а для углов падения 0 0Г увеличивается.

4. tg2 ср 1. В этом случае величина tg2 ф Jnn гг; 0 и коэффи
циент отражения для симметричных колебаний не зависит от часто
ты. Антисимметричные колебания определяют зависимость коэф
фициента V от частоты. Полное прохождение обусловлено компен
сацией симметричных и антисимметричных отраженных изгибных 
волн. Угол полного отражения определяется уравнением

=  (С,и +  tg2 ф Спп)/С,о. (4.10)

Угол полного отражения лежит в окрестности углов 0Г и 0(. 
На рис. 7, в для случая 2ф =  0,1 я, сг =  5 км!сек, v =  0,31 
на плоскости нанесены линии уровня | V |2 для значений 0, 1/3, 2/3, 1. 
С повышением частоты угол полного прохождения быстро увели
чивается.

5. tg ф =  0. Пластины полностью сложены. Коэффициент 
отражения не зависит от частоты и параметров пластины. На 
рис. 8, а приведена зависимость | V |2 от угла падения. Коэффи
циент отражения нигде не обращается в нуль. Минимум коэффи
циента отражения смещен в сторону больших углов падения.

Для малых углов раскрытия пластин существует максималь
ный угол раскрытия фтах для каждой частоты, определяемый 
уравнением (4.10) при kv — к, или

tg2 Ф тах =  (3  +  v) V2 я2/h i4]/ 6 с ь

меньше которого не существует направления полного прохожде
ния. Это объясняется тем обстоятельством, что условие полного 
прохождения (4.10) для ф <  фтах удовлетворяется при значе
ниях к„ к и становится дисперсионным уравнением краевой 
волны. При ф =  0 это дисперсионное уравнение совпадает с дис
персионным уравнением изгибной краевой волны «рэлеевского» 
типа, исследованным в работе [19].
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Таким образом, при отражении изгибной волны от углового 
соединения продольные и поперечные волны, возникающие при 
отражении, обусловливают появление направлений полного про
хождения и полного отражения и сильную зависимость коэффи
циента отражения от частоты.

Шарнирное соединение пластин
Граничные условия для шарнирного соединения имеют вид

и1 (0) =  и " (0), F1 +  FTI =  0, М 1 =  М и =  0.
Отсюда получаем граничные условия при симметричных колеба
ниях соединения:

и\ (0) = 0 ,  F\ =  0, F\ =  0, М 1 =  0.
Граничные условия для антисимметричного поля совпадают 

с аналогичным условием при жестком соединении (4.6).
Выделим из общего поля падающую под произвольным углом 

волну и отраженную волну той же амплитуды:
и, (х) — А [ехр (г'хл:) — exp (— ixx)].

Таким образом, коэффициент отражения V однородной изгиб
ной волны и коэффициент прохождения Т для шарнирного соеди
нения примут следующий вид:

V =  — 1 +  Vc +  Fa, Т =  vc — Fa, (4.11)
где Vc — коэффициент отражения однородной изгибной волны 
для симметричного поля; Йа — коэффициент отражения для анти
симметричного поля. Симметричные колебания возбуждаются 
перерезывающей силой Fnep падающей и выделенной воли и долж
ны удовлетворять следующей системе уравнений:

и\ (0) =  и! (0)/sin ф =  Ux (0)/cos ф,
F\ =  Flz sin ф +  Fx cos ф — Friep sin ф =  0. (4-12)

Для антисимметричных колебаний соответствующая система 
уравнений совпадает с системой уравнений (4.7) жесткого соеди
нения. Подстановка податливостей и жесткостей полубезграпич- 
ной пластины (2.9) и (2.10) в систему (4.12) приводит к следующе
му выражению для безразмерной амплитуды, перерезывающей 
силы А с при симметричных колебаниях:

А0 = -  F\lFaep =  JTlliJTl +  ( l g > / nnH -
Используя теперь обозначения (4.8) и полученное выше соот

ношение Flo/Fl =  Ct0I th получим коэффициент отражения для 
симметричных колебаний шарнирного соединения:

Ис =  6 (0/[/и -b (lg2 фДш) 1]- (4-13)
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Выражение коэффициента от
ражения для антисимметричных 
колебаний совпадает с выражени
ем (4.9). Подставляя полученные 
выражения (4.13) и (4.9) в форму
лу (4.11), получим окончательное 
выражение для коэффициента от
ражения однородной изгибной 
волны:

V =  — 1 to

JTl
4"

+ ' to

J u +  ‘ S2 Ф C n

Рассмотрим частные случаи.
1. 2cp =  0; я. Пластины пол

ностью раскрыты или полностью 
сложены. В этом случае

fh , dm/cbk

Рис. 9. Линии уровня | V 13 для 
шарнирного соединения пластин, 
2ф =  0,9л

V =  — (1 +  Ct0/CIH)-K

На рис. 8, б приведена зависимость | V |2 от угла падения 0. 
Коэффициент отражения не зависит от частоты. Полного прохож
дения не наблюдается ни при каком угле падения, поскольку 
условие прозрачности в этом случае становится дисперсионным 
уравнением краевой изгибной волны [19], которое удовлетворяет
ся при значениях K v ]> К.

2. 2ср =  8/10 я. Пластины слегка сложены. В этом случае 
основную роль играют симметричные колебания. На рис. 9 для 
угла раскрытия 2 ср =  0,9 я, сг =  5 км/сек, v =  0,31 на плоскости 
нанесены линии уровня | V [ 2 для значений 0, V3, г/3, 1. На 
низких частотах практически везде коэффициент отражения по 
энергии равен 1. На высоких частотах почти для всех углов паде
ния величина коэффициента отражения начинает быстро умень
шаться и обращается в нуль.

3. Если пластины образуют острый угол, то линии уровня 
практически совпадают с линиями уровней, изображенными на 
рис. 9. Это совпадение наблюдается при углах раскрытия пластин, 
в 2 раза меньших дополнительного угла при слегка сложенных 
пластинах.

4. 2ср =  я/2. В этом случае практически во всем диапазоне 
частот и углов падения изгибная волна полностью отражается.

Таким образом, при слабо согнутых пластинах или образую
щих острый угол вслед за сильным отражением на низких часто
тах идет полоса хорошей прозрачности шарнирного соединения.



Р А ЗД Е Л  Ii

РЕШЕТЧАТЫЕ СТРУКТУРЫ

Г л а в а  5

ГРУППОВЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ ЖЕСТКОСТИ

Наиболее фундаментальный результат, относящийся к решет
кам, как п к любым другим линейным периодическим структурам, 
составляет теорема Флоке — Ляпунова [14]. Смысл ее состоит 
в том, что колебания двух любых соседних ячеек периодичности 
отличаются на постоянную величину. Это утверждение является 
следствием трансляционной симметрии решеток, заключающейся 
в неизменности структуры при сдвиге ее иа расстояние, крат
ное размеру одной ячейки периодичности. Все существующие 
методы расчета периодических структур так или иначе используют 
теорему Флоке, так как она показывает, в каком виде следует 
искать решение.

Согласно теореме в одномерной периодической структуре мо
гут существовать волны вида

w (х +  nl) =  w (х) exp (ip,Z«), (5.1)
где w — некоторая величина, характеризующая движение струк
туры, например смещение; х — текущая координата; I — раз
меры одной ячейки периодичности; р, — постоянная распростра
нения; п — целое число.

Такие волны принято называть нормальными. В двумерном 
случае нормальные волны имеют аналогичный вид:

w(r -1- 1) =  ш(г)ехр[£ (fil)], (5.2)
где 1 =  щ 1Х +  п212; Щ. и п2 — целые числа; 1г и 12 — два линейно 
независимых вектора, которые определяют трансляции, совме
щающие систему (базисные векторы прямой решетки); р, =  
=  pjbj-f- р2Ь2 — вектор постоянной распространения; Ьх и Ь2 — 
базисные векторы обратной решетки [14]. Любое движение решет
ки может быть представлено как суперпозиция ее нормальных 
волн.

Наиболее распространенный метод расчета решеток следую
щий. В качестве ячейки периодичности выбирают пространство
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между соседними узлами. Внутри ячейки система однородна. 
Поэтому первый множитель правой части соотношения (5.1) или 
(5.2) представляется в виде линейной комбинации нормальных 
волн однородной струны или стержня с неизвестными коэффициен
тами. Сопрягая в узле решения, относящиеся к двум соседним 
ячейкам, получают однородную систему линейных уравнений 
относительно неизвестных коэффициентов. Приравнивая ее опре
делитель нулю, получают дисперсионное уравнение, т. е. зави
симость постоянной распространения от частоты. Этот метод 
очень удобен для расчета простых решеток, например одномерных 
и двумерных струнных решеток, стержня с сосредоточенными 
нагрузками [68], электрических линий [14] и др. Но для стержне
вой решетки этот метод практически непригоден, так как приво
дит к определителю двенадцатого порядка. Столь громоздкое 
дисперсионное уравнение не дает возможности провести какое- 
либо физическое исследование. Этим, по-видимому, и объясняется 
отсутствие работ, использующих этот метод для расчета сложных 
решеток.

Другой метод, также часто встречающийся в литературе,— 
матричный. Он состоит в том, что ячейку периодичности представ
ляют в виде некоторого 4Лг-полюсника для одномерных решеток 
или 8Л?-полюсника для двумерных и рассматривают цепочку 
или сеть из этих элементов. Используя затем связь между входны
ми и выходными величинами многополюсника, обусловленную 
теоремой Флоке, получают дисперсионное уравнение также в виде 
равенства нулю некоторого определителя. Хотя но количеству 
выкладок и по компактности окончательных результатов матрич
ный метод не лучше предыдущего, он все же несколько предпочти
тельнее благодаря тому, что с его помощью естественно вводятся 
такие важные для практических приложений понятия, как харак
теристический импеданс. Кроме того, матричный метод удобен 
при конструировании фильтров с заданной частотной характери
стикой, так как задача в этом случае сводится к подбору соответ
ствующих параметров одного многополюсника. Этот метод был 
использован Кремером и Лейлихом в их фундаментальной работе 
[45] по колебаниям стержня с инерционной периодической нагруз
кой. Ряд общих результатов для цепочек и сетей из многополюс
ников получен также П. Е. Краснушкиным [20].

Упомянутые выше методы позволяют исследовать и вынужден
ные колебания одномерных решеток в том случае, когда силы при
ложены в неоднородностях. Примеры таких расчетов для простых 
решеток можно найти в книге Л. Бриллюэна и М. Пароди [14], 
а для стержня с периодической нагрузкой это было проделано Ун- 
гаром [68]. Однако на двумерные решетки эти методы, по-видимо
му, не распространяются.

Большие возможности для расчета вынужденных колебаний 
двумерных решеток заключены в методе конечных разностей. 
Этот метод непосредственно примыкает к двум приведенным выше
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методам и состоит в нахождении конечно-разностного уравнений 
решетки и последующего его решения. Таким образом почти 
всегда рассматриваются кристаллические решетки [42] и 
электрические цепочки [14]. Он может быть применен и для 
некоторых одномерных стержневых решеток [60]. Если уравнение 
получено, то решение для вынужденных колебаний легко полу
чить, применяя к его левой п правой частям дискретное преобразо
вание Фурье. Однако и здесь вычисления столь громоздки, что 
использовать этот метод в расчете, например, стержневой двумер
ной решетки не представляется возможным.

Существует еще несколько методов расчета решеток. Один из 
них — метод Уиттекера [61] — состоит в разложении в ряд Фурье 
периодической нагрузки и первого сомножителя правой части (5.1) 
или (5.2) и в последующем нахождении неизвестных коэффициен
тов в разложении w (х ) или w (г). Метод приводит к бесконечным 
определителям и поэтому имеет в основном теоретическое зна
чение. Однако в некоторых случаях путем соответствующего выбо
ра начала координат удается обойти эту трудность, как это сделал, 
например, Вожель [69].

Ряд результатов для одномерных и двумерных решеток был по
лучен с помощью метода суммирования всевозможных отраженных 
и прошедших через узлы воли [48, 63]. Однако для сложных ре
шеток он оказывается также чересчур громоздким, поэтому Хекл 
[48], рассматривая эту задачу, ограничился весьма специальным 
случаем (см. главу 8).

Ни один из перечисленных методов не может привести к соз
данию удовлетворительной теории колебаний сложных механи
ческих решеток из-за громоздкости и неудобства записи оконча
тельных результатов. Ниже излагается метод, который позволяет 
значительно облегчить расчет многих решетчатых конструкций. 
Благодаря понятию групповой динамической жесткости, вводи
мому аналогично линейной или поверхностной динамической 
жесткости (см. главу 1), порядок определителей в решении уда
лось понизить в 2 раза для одномерных решеток, в 4 раза для 
двумерных и в 8 раз для трехмерных. Кроме того, удалось в зам
кнутом виде получить функции Грииа решетки и представить окон
чательные результаты в удобной для анализа форме.

Дисперсионное уравнение

Рассмотрим бесконечную одномерную решетку, состоящую 
из однородной среды и периодической сосредоточенной нагрузки, 
обладающей сопротивлением перерезывающей силе. Среда опи
сывается уравнением L [w (я)] =  0, где L  — линейный оператор, 
а нагрузка характеризуется динамической жесткостью Си. Мы 
будем рассматривать только установившееся гармопическое дви
жение, и множитель ехр (— m t) всюду будет опускаться. Начало 
координат выберем в одном из узлов решетки. ^
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Пусть в такой структуре распространяется волна (5.1). Тогда 
между средой и нагрузкой возникнут силы реакции. По теореме 
Флоке эти силы имеют плотности

оо

/с (ж) =  / с 2  5 ix — nl) ехР
" Т ” М

/и  (ж) =  /п  2  6  (ж — raZ) exp (ipZre),
11=  — оо

где / с (х) действует на среду, а / „  (х) — на нагрузку. В состоянии 
равновесия силы реакции отсутствуют. Сумма этих сил должна 
быть равна нулю в каждой точке структуры и, в частности,

/п +  /с =  0. (5-4)
Распространение нормальной волны в решетке эквивалентно 

вынужденным колебаниям нагрузки и однородной среды в отдель
ности под действием сил (5.3). Движение нагрузки под действием 
силы с плотностью / н {х) полностью определяется ее динамической 
жесткостью:

/п  =  са W  ( 0 ) . (5.5)
Колебание однородной среды под действием силы с плотностью 

/ с (я) может быть представлено в таком же виде. Действительно, 
пусть g (xlx0) — ее функция Грина. Тогда, пользуясь известной 
формулой для вынужденных колебаний

w (x )=   ̂ g(x/xa)fc {x0)dx0
—ОО

и полагая х =  0, получим w (0 )  =  7 с/ с  и л и

/ с =  Сс w (0 ) , (5.6)
где

ОО
h =  2  g ( ° / ^ )  ехр (Фпг) (5.7)

П — — оо

— величина, имеющая размерность податливости и зависящая 
только от постоянной распространения р. частоты со и параметров 
среды; Сс =  Д 1. Подставив выражения (5.5) и (5.6) в равенство
(5.4) и учитывая, что смещения нагрузки и среды в узлах одина
ковы, получим искомое дисперсионное уравнение

Си +  Сс =  0, (5.8)
устанавливающее связь между постоянной распространения р, 
частотой и параметрами рассматриваемой структуры.

Определение жесткости Сс, как это видно из (5.7), отличается 
об общепринятого. Она представляет собой отношение сосредото
ченной силы к смещению в произвольном узле решетки х  =  nl
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ггри одновременном воздействии бесконечной группы сил. Будем 
называть ее групповой динамической жесткостью. Для нагрузки 
это определение совпадает с обычным определением жесткости, так 
как она сама представляется в виде бесконечного числа не связан
ных один с другим одинаковых двухполюсников. Для однородной 
бесконечной среды, например для струны или стержня, отличие 
значительно. Групповая жесткость не зависит от координаты nl, 
потому что силы реакции и смещения подчиняются соотношению 
Флоке (5.1). Размерность групповой жесткости дина/см.

Формулы для функции Грина
Для решетки в целом, как и для составных ее элементов, мож

но определить групповую динамическую жесткость С. С этой 
целью на нее нужно подействовать внешней силой с плотностью

СО

f(x ) =  f  2  б (а:— nl) exp Тогда, обозначая через G (х/у)
П=—оо

неизвестную функцию Грина решетки, можно написать
/  =  С w (0), (5.9)

где
оо

С =  I -1 и 1 =  2  G(0/nl) exp (i\iln). (5.10)
П = — ОО

Эти соотношения получаются так же, как (5.6) и (5.7).
С другой стороны, так как сумма возникших при этом внутрен

них сил реакции должна равняться внешней /  =  / с +  / и, то, 
подставив сюда выражения (5.5) и (5.6), получим

f  =  (Cc +  Cn)w (0 ).  (5.11)
Сравнивая соотношения (5.9) и (5.11), приходим к выводу, что 

групповая динамическая жесткость решетки равна сумме груп
повых жесткостей ее составных элементов:

с = Сс +  Сн, (5.12)
а дисперсионное уравнение (5.8) означает равенство нулю груп
повой жесткости решетки.

Пользуясь свойством (5.12) и равенством (5.10), нетрудно те
перь вывести формулу для функции Грина G (ml/pl) рассматри
ваемой структуры.

Напишем сначала равенство (5.12) в следующем виде:
оо

2  G (0 /nl) ехр (щ1п) =  1 /(Сп +  Сс). (5.13)
п= — ОО

Так как функция G (0Ini) — это смещение решетки в точке 
х — 0 при воздействии единичной силы в точке х0 =  nl, то оче
видно, что в силу трансляционной симметрии структуры это сме
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щение не изменится, если и точку приложения силы я0, и точку 
наблюдения х  сместить на одну и ту же величину ml, где т — це
лое число, т. е. имеет место соотношение G (О Ihl) =  G (ml/ml +  
+  nl). С учетом этого равенство (5.13) можно переписать в следую
щем виде:

00

2  G (ml/pl) exp (iplp) =  exp (i\ilm)/(CK +  Cc). (5.14)
P — — oo

После умножения левой и правой частей на ехр (— tpip) и ин
тегрирования по в интервале (— я, я) получим функцию Грина

G (ml/pl) =  Д  (  " Р[у с; ' ,>1' df.1. (5.15)
— 71

При т — р эта формула определяет входную податливость 
бесконечной решетки в одном из узлов

/ . = 6 ( 0 / 0 )  =  ^  j  (5.16)
—7С

Таким образом, функция Грина G (ml/pl) и, как ее частный слу
чай, входная податливость в узле бесконечной одномерной ре
шетки выражаются в замкнутом виде через известные характери
стики Са и Са более простых составных ее элементов. Как будет 
показано ниже, интегралы (5.15) и (5.16) легко берутся с помощью 
вычетов. Для двумерных решеток формулы для функций Грина 
содержат двойные интегралы (8.6), которые в отличие от одинар
ных не всегда удается выразить через известные функции.

Несколько сложнее вывод формулы для произвольной функции 
Грина G (ml +  г1/п1 +  е2), где 0 <  е^ е2 <  I. Чтобы ее найти, 
подействуем на решетку внешней силой с плотностью Д (х) -j-
+  Д (х), гДв

00

Д (х) =  Д 2  b(x  — nl — ех) exp (i\iln),
П= —со 

оо

/ а (х) =  / 2 2  б (х — nl — е2) exp (i\xln). (5-17)
71=—со

Как и при выводе формул (5.14) и (5.15), вынужденные колеба
ния решетки под действием сил (5.17) могут быть выражены, с од
ной стороны, через ее функцию Грина G (х/х0):

w (б!) =  Д 2  G (гх/п.1 +  гх) ехр (фг) +  Д 2  ^ (8i +  8г) ехР ( ^ ) ,
П п

w (е2) =  Д 2  G (&г/п1 +  ex) ехр (i r̂i) +  / 2 2  G (е2/и/ +  е2) ехр (ihi).
п п (5.18)
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С другой стороны, это решение можно получить, расчленяя 
решетку на ее составные элементы и заменяя взаимодействие эле
ментов силами реакции (5.3). Движение нагрузки под действием 
сил реакции характеризуется по-прежнему соотношением (5.5), 
а для однородной среды нужно рассмотреть вынужденные колеба
ния под действием силы с плотностью / с (х ) +  Д (ж) +  Д (х). 
Используя для этого, как и раньше, функцию Грина однородной 
среды g (х/х0), получим

или

w(0) 
w (еД 

Liy (e2)J

/с
и

Д*

Cik

7с'

Д

/з-

w  (0 ) 

w  (el) 
Lw (e2)

(5.19)

где

I u =  2  § (0/raZ) exp {фг), 712 =  2  g (0/nl - f  ex) exp {фг),
П П

Лз =  2  g +  es) exP Дз =  2  S (ElIni +  62) exp {фг),
П П

h i  =  H g ^ / n l  +  e0 exp (tin) и т . д . Д =  pi.
П

Складывая первое равенство (5.19) с равенством (5.5) и учиты
вая условие (5.4), а затем обращая полученную матрицу, найдем:

w (0) =  Y х2/х -j- Y хз/о, w (вх) =  Y 22/х -Г Y23/ 2,
w (е2) =  Y 32/х -|- Y зз/2. (5.20)

Из этих трех равенств два последних представляют решение 
(5.18), выраженное через известные характеристики составных 
элементов решетки:

^12 =

^ 23 =

/12 Y, , =
/ з 2  +  С„  ( /  п 1 22 —  /1 2 /2 1 )

l + C J n  ’
/ 23 +  C„ (I  n l  •a — / 21/ 13)

1 +  C JU

1 +  CH/xi

Приравнивая коэффициенты при / 2 в уравнениях (5.18) и (5.20), 
приходим к искомой функции Грина решетки

те
G {ml -|- ex Ini -|- е2) =   ̂ У 23 exp [i£ (« — т)] <ф. (5.21)
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Приравнивая затем коэффициенты при Д, получим входную 
податливость решетки в произвольной точке

П
/о (Si) =  G (Bi/Bi) =  J Г 22 dh (5.22)

Последняя формула, впрочем, может быть получена непосредст
венно из общей формулы (5.21).

Интегралы (5.21) и (5.22), как и интегралы (5.15) и (5.16), 
для одномерных решеток легко берутся с помощью теории вычетов. 
Отметим, что в знаменателе подынтегральных выражений в форму
лах (5.15), (5.16), (5.21) и (5.22) стоит левая часть дисперсионного 
уравнения (5.8). Отсюда следует, что функция Грина решетки 
состоит из стольких слагаемых, сколько в ней существует нормаль
ных волн, а входная податливость может быть представлена как 
сумма податливостей, определенных для каждой из нормальных 
волн в отдельности.

Функция Грина (5.21) позволяет рассчитывать вынужденные 
колебания решетки под действием внешней силы с произвольной 
плотностью q (х0). На основе принципа суперпозиции имеем

со

w (ml “I- бх) =  § G (ml -|- Bx/Xq) q (х0) dx0 =

i

ним

=  2   ̂G(mL +  &ilnl +  e2)g (nl +  e2) ds2- (5.23)
n = —oo 0

Подставив в эту формулу значение функции Грина (5.21), полу-

п I
w (ml +  ei) =   ̂ ехР (Фп) jj F 23 Q* (£, e2)de2, (5.24)

где

(?*(£> ег) =  2  Я №  +  ег) exp (— ф г ) .

Операция, записанная в виде последней формулы, называется 
дискретным преобразованием Фурье смещенной функции q (nl). 
Формулы (5.10), (5.13), (5.17), а также формулы для У 23 показы
вают, что групповые податливости представляют собой дискрет
ное преобразование Фурье от соответствующих функций Грина. 
Именно благодаря этому свойству групповых податливостей уда
лось найти формулы (5.15) и (5.21), которые по существу произ
водят обратное дискретное преобразование Фурье. Формула (5.24) 
представляет отклик решетки на внешнее воздействие через дис
кретные преобразования от функции Грина и функции плотности

49



внешней силы. По своей структуре она очень похожа на формулу, 
выражающую отклик непрерывной среды на внешнее воздействие 
через спектральные плотности функции Грина этой среды и функ
ции плотности силы.

Выведем формулу, описывающую вынужденные колебания 
решетки в терминах обычного преобразования Фурье. Для этого 
нужно найти функцию F  (р), определяемую равенством

со

1 I*G (ml +  ех/а:о) =  -jjjj- \ F (р) exp (— ipa:,,) dp,
—оо

и затем подставить ее в формулу (5.24). В результате получим
со

w(ml +  ex) = -^ г   ̂ Г  (р) (р) dp, (5.25)
— оо 

оо

где <2 (р) =  $ <7 (#о) ехр (—ip^o) dz0 — изображение Фурье от
—ОО

функции плотности силы q (х 0) в обычном смысле. Функция F  (р) 
может быть определена следующим образом.

Равенство G (еJnl +  е2) exp (i£n) =  7 23 переписывается сна-
П

чала в виде 2  G (ml +  e jp l  +  е2) exp (i£,p) =  Y 23 exp (ifyri).
П

Затем обе его части умножаются на exp (ipe2) и интегрируются 
в интервале [0, Л, Тогда левая часть будет равна Е(р)

i
F  (р) =  ехр (1£,т)  ̂Т 23 exp (tpe2) de2. (5.26)

о

Эта формула устанавливает связь между обычным преобразовани
ем Фурье и дискретным.

Таким образом, для вынужденных колебаний решетки под дей
ствием внешней силы с плотностью q (х0) выведены три формулы — 
(5.23), (5.24) и (5.25). В зависимости от вида функции q (х0) одна 
из них оказывается удобнее других. Так, если на решетку дейст
вуют сосредоточенные силы, удобнее воспользоваться непосред
ственно формулой (5.23). Если внешняя сила состоит из несколь
ких пространственных гармоник, то лучше всего использовать фор
мулу (5.25). Например, если сила состоит только из одной такой 
гармоники, т. е. ее плотность q (х0) =  Q0 ехр (iр0т 0), то Q (р) =  
=  2я<2о6 (ро — р) и формула (5.25) дает простое выражение для 
отклика решетки w (ml +  е2) — Q0 F  (р0), где F  (р0) вычисляется 
по формуле (5.26). В случае произвольной внешней силы, по- 
видимому, удобнее пользоваться формулой (5.24).

Простой пример. Проиллюстрируем описанный выше метод 
расчета на простой решетке-струне с периодической сосредото
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ченной нагрузкой. Эта решетка эквивалентна по своим колеба
тельным свойствам длинной электрической линии, нагруженной 
в периодически расположенных точках двухполюсниками. В ли
тературе [14] известно ее дисперсионное уравнение и входной 
импеданс в узле. Ниже будут приведены формулы для определе
ния входной динамической жесткости в произвольной точке, 
функции Грина и ее дискретного и обычного преобразования 
Фурье.

Пусть струна имеет натяжение Т и волновое число к, нагруз
ка характеризуется динамической жесткостью Сн, интервал пе
риодичности равен I и, кроме того, kl =  o', pi =

Пользуясь функцией Грина однородной бесконечной струны 
g {x lxо) =  (U2kT) exp (ik \ х — а:0|), по формуле (5.10) вычисляем 
групповую жесткость струны Сс =  2кТ (cos о — cos g)/sin о. 
Тогда дисперсионное уравнение (5.8) можно записать в следую
щем виде:

coso +  Cosine — cos g =  0, (5.27)

где Сн =  CJ2kT. Это уравнение первого порядка относительно 
cos g, и поэтому в рассматриваемой структуре независимо от на
грузки Сн всегда существует только одна нормальная волна. 
То обстоятельство, что постоянная распространения входит в урав
нение (5.27) как аргумент функции косинуса, есть следствие того, 
что колебания рассматриваются только в дискретных точках х =  
=  nl и заполнение пробелов между этими точками неоднозначно 
| =  а +  2лтп. Число m нужно выбирать так, чтобы при переходе 
к однородной струне, т. е. при Сн-»-0 , дисперсионная кривая 
р (а) переходила в кривую дисперсии однородной струны к (со). 
Это относится и к другим периодическим структурам. Подробно 
о предельном переходе см. работу [14].

Чтобы получить необходимые формулы для вынужденных ко
лебаний, достаточно вычислить подынтегральное выражение в фор
мулах (5.21) и (5.22). Оно оказывается равным

1 1 ' (5.28)23 2 к Т cos а — cos g X

X

sin [о — /с (ех — е2)] +  2Сд sin кг2 — sin (а — кг-,) +  е*% sin к (ex—е2)
при ех >  е2,

sin [а — к (е2 — бх)] +  2C*S sin кг, — sin (а—/сз2) е~  ̂s.in к (е2—8х)
при е2 бх,

где а — 2nm +  arccos (cosn +  С], sincr) — решение дисперсион
ного уравнения (5.27). Полагая в этой формуле г, =  е2 =  0 и под
ставляя в интеграл (5.21), получим входную податливость в узле

J (0) — i sin а /2кТ sin а. (5.29)
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Проделывая ту же операцию для 
ех =  е2 =  е, получим входную подат
ливость в произвольной точке

sin /се sin (б — /се)"]/  (е) - -  /  (0) 1 + С ,

(5.30)

Рис. 10. Контур интегрирова
ния для вычисления функции 
Грина одномерной решетки

Она отличается от податливости в 
узле множителем, ие зависящим от 
постоянной распространения. Этот 
множитель велик вблизи резонаис- 
пых частот (0 =  ян) закрепленного 
с обеих сторон отрезка струны дли
ной I, так как в этом случае нагрузки 
находятся в узлах резонансной фор
мы, а сила приложения—в точке меж

ду нагрузками. Если целое число полуволн укладывается в про
межутке е или I — е, то J (е) =  J (0). На этих частотах точки 
х =  0 и е находятся в узлах резонансной формы и, следователь
но, связаны абсолютно жесткой связью, не допускающей разли
чия амплитуд в этих двух точках.

Формулу (5.30) можно представить в более удобном виде

/ (0 )  =  / ( е ) / н/ ( / н +  / 0),

где / н =  С~\ a J 0 — (1/ кТ) sin кг sin ( а — /ce)/sin о  — это вход
ная податливость в точке х =  е отрезка струны длиной I, закреп
ленного с обеих сторон. Отсюда следует, что если J (0) пропорцио
нальна податливости / н, то J ( г )  пропорциональна податливости 
параллельного соединения / н и /р  с тем же коэффициентом про
порциональности. При этом / н определяется только нагрузкой, 
а / 0 — одной струной.

Чтобы вычислить функцию Грина в явном виде, выражение 
(5.28) нужно подставить в формулу (5.21) и проинтегрировать 
по £. Интегрирование удобнее всего проводить с помощью теории 
вычетов. Контур интегрирования для тп >  0 показан на рис. 10. 
Интеграл по отрезку ( +  я -j- i оо ,— л -j- i оо) равен нулю, 
так как подынтегральная функция убывает в направлении мни
мой оси £ как ch-1 | | | ; интегралы по двум полубесконечным 
прямым (—я +  i оо ,— я) и (я, я +  i оо) равны и противополож
ны по знаку в силу периодичности Y  2з- Так что интеграл по кон- 
туру (см. рис. 10) равен интегралу по отрезку [— я, я], а с другой 
стороны, он равен умноженной на 2я£ сумме вычетов в точках, 
являющихся полюсами функции У 2з и лежащих внутри контура 
интегрирования. При этом если корень а уравнения (5.27) дейст
вителен, то из двух полюсов £ =  ±  а, лежащих на контуре, бу
дем считать, в соответствии с принципом излучения, корень £ =  
=  +  а принадлежащим контуру интегрирования, а £ =  — а
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лежащим вне контура. В самом деле, если в систему ввести неболь
шое затухание, можно показать, что корень | =  а сместится вверх 
(внутрь контура), а £ =  — а — вниз за его пределы. Таким об
разом, во всех случаях в контур, изображенный па рис. 10, по
падает только один корень дисперсионного уравнения (5.27). 
Отметим, что если в формуле (5.21) т < ; 0, то в качестве контура 
интегрирования нужно брать контур, являющийся зеркальным 
отражением контура С относительно оси Re £. Этим способом 
были получены выражения (5.29) и (5.30). Таким же образом полу
чается и следующее выражение для функции Грина (ег е2):

Gt(nil еJnl +  е2) =  г exp [ia (т — гг)] х  
X {sin [а — к (бх — е2)] +  2СВ sin /с-2 sin (а — кгх) +

-]- ехр (га) sin к (ei — е3)}/2кТ sin а. (5.31)
При Св =  0 оно переходит в выражение для функции Грина 

однородной струны G (ml -|- &Jnl +  е2) =  (i/2kT) ехр [г/с (ml +  
+  ех — nl — е2)]. Приведем еще формулу для изображения 
Фурье в обычном смысле функции Грина, рассматривая ее как 
функцию от координаты точки приложения силы у — nl 
Она получается непосредственно из формулы (5.26)

1 ехр (ip.Ei) (cos а — cos £) — С'ы [ехр (г£) sin tei -)- sin к (l — Ei)]
F (^) =  ~T (pa _  A-2) (cos a — cos О X

X exp (ibn). (5.32)
Эта функция имеет бесконечное множество полюсов р =  

=  ( ±  а +  2пг)/1, являющихся решением дисперсионного уравне
ния. Точки р =  ±  к не являются полюсами, так как числитель 
в этих точках также обращается в нуль. При Сн =  0 функция стре
мится к спектральной плотности функции Грина однородной 
струны:

F (р) =  ехр [гр (ml -]- г-^УТ (р2 — кг).

Формулы (5.28), (5.31) и (5.32) дают полное решение задачи 
о вынужденных колебаниях струны с периодической сосредото
ченной нагрузкой под действием произвольных внешних сил.



Г л а в а  6
ОДНОМЕРНАЯ СТЕРЖНЕВАЯ РЕШЕТКА

В этой главе будут рассмотрены нагибные колебания беско
нечного стержня с периодическими сосредоточенными препятст
виями (нагрузками). В главе 5 отмечалось, что попытки рассмот
реть колебания этой структуры разными методами предпринима
лись различными авторами. Первым, кто получил ее дисперсион
ное уравнение, был, по-видимому, Вожель [69]. Он, однако, не 
привел в своей работе какого-либо физического анализа уравне
ния. Кремер и Лейлих [45] подвергли фундаментальному иссле
дованию стержень с периодической инерционной нагрузкой, 
обладающей сопротивлением перерезывающей силе и моменту 
сил. Они не только получили общее дисперсионное уравнение, 
но и проанализировали характер распространения волн во мно
гих частных случаях. Наиболее важными их результатами явля
ются наличие двух нормальных воли в неоднородном стержне 
и чередование полос пропускания и непропусканпя в его частотной 
характеристике. Они построили дисперсионные кривые обеих 
нормальных волн в предельных случаях бесконечного сопротив
ления нагрузки силе и моменту сил, а также для некоторых кон
кретных значений инерционной нагрузки.

Частный случай нагрузки с нулевым сопротивлением моменту 
сил и бесконечным сопротивлением перерезывающей силе пред
ставляет собой периодически опертый стержень. Эта структура 
является простейшей одномерной моделью широко распространен
ной конструкции — пластины с периодическими ребрами жест
кости — и привлекла наибольшее внимание исследователей [57, 
60, 65]. Была подробно изучена дисперсия нормальной волны (в пе
риодически опертом стержне она единственна), найден графиче
ский способ нахождения собственных частот конечного стержня 
и качественно исследовано возбуждение конструкции внешним 
акустическим полем. Эти работы являются частью целого цикла 
исследований по колебаниям ребристых пластин типа фюзеляжа 
самолета [43, 51—59, 65, 66].

Простые формулы расчета дисперсии высокочастотных нор
мальных волн получены в работах [63, 67]. Эти формулы верны, 
когда расстояние между нагрузками велико по сравнению с дли
ной изгибной волны ненагруженного стержня и неоднородная 
волна, возникшая вблизи какой-либо нагрузки, практически ис
чезает на расстоянии, равном размеру ячейки периодичности.

Некоторые формулы для вынужденных колебаний получены 
в работах [61, 68]. В первой из них приведены выражения для 
входной податливости в узле и для отклика неоднородного стерж
ня на действие бесконечной системы сил, одинаковых по амплиту
де, сосредоточенных в узлах и отличающихся одна от другой по
стоянным сдвигом фазы. Во второй найдена функция Грина в виде 
разложения в бесконечный ряд.
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Дисперсионное уравнение
При выводе дисперсионного уравнения следует иметь в виду, 

что взаимодействие стержня и нагрузки, симметричной относи
тельно нейтральной оси стержня, характеризуется перерезываю- 

■щими силами и моментами сил реакции. Поэтому в отличие от 
одномерной струйной решетки (см. главу 5) нагрузка обладает 
кроме обычной жесткости С/ еще жесткостью к повороту Ст:

'С, 0 •] w(0)-

-Ма. .0 Сп \ -« (0 ).
где М и — амплитуда момента сил реакции, действующего на на
грузку, и а — угол поворота. Соответственно и однородный стер
жень будет иметь не просто групповые жесткость и податливость, 
а матрицу второго порядка групповых податливостей и жестко
стей. Если

g (х/у) — (4Вк3) 1 [г'ехр( i/с | х — у |) — ехр (— к [ х — у |)]
— функция Грина однородного стержня, где В — его жесткость
на изгиб и к 
ство

волновое число, то для стержня имеет место равен-

‘ ю (0)" I I'y ' ~Fc~
а (0). J'x -Гх-у _ м0_

или после обращения

Lm c_

Сц С12 \w (0)1
. _С21 С-22. 1--- £2

Групповые податливости при этом оказываются равными
со

/  =  2  g (0/«Z) ехр (фг)
1 / sin s

4B№ l cos g — cos E,
sh G

ch g — cos E,

l y — — lx  =  2  S' (O/'nl) exp (ihi) =  т 4 т г ( -------------- f --- ;  -------J •‘- 1 °vK ' ! itBk2 \cosg — cos E cho — cosE)
7 1 =  —  CO ‘

CO

2  g*y (0 /"0  e*P m  -  Ж  (cos GS-c o s  \ -  ch G -Scos f ) ’
(6.1)

где штрихи около функции g означают производную, | =  |П и о =  
=  Id. Матрица групповых жесткостей неоднородного стержня 
равна сумме этих матриц для нагрузки и однородного стержня. 
Таким образом, дисперсионное уравнение записывается так:

Г Сп  -Г Cf С12



или после несложных преобразований

А — 1 +  Cjl +  CmIxy +  CfCm А =  О, (6.2)
где

(cos б — cos !;) (oh б — cos £■)
1 — cos о cli о

Уравнение (6.2) — квадратное относительно cos £. При любых 
нагрузках в структуре существуют две нормальные волны с часто
той со и постоянными распространения рх и р2. При Cf =  Ст =  О 
уравнение распадается на два: cos =  cos а и cos |2 =  ch о, 
и две решетчатые волны переходят в две нормальные волны одно
родного стержня.

Здесь приводится пример исследования дисперсионного урав
нения (6.2) в частном случае нулевой нагрузки для момента сил

В зависимости от нагрузки и частоты постоянная распростра
нения р может принимать действительные, комплексные или мни
мые значения. На рис. 11 каждому типу р соответствуют опре
деленные области. Границами между областями являются кривые 
(6.3), для которых cos £ =  ±  1
— 4Bk?/Cf =  — ctg б/2 — ctli о/2, — ABk3/Cf =  tg o/2 — th o/2, (6.4)
и их асимптоты a =  лn, л =  0 , 1 ,  2 ... На рис. 11 эти кривые 
отмечены числами 0 и л. Между ними расположены области про
пускания, т. е. области, в которых одно из значений Е, действи
тельно, | cos pZ | <  1. В этих областях проходят кривые для раз
личных действительных значений pZ. Штрихпупктирные кривые 
на рис. 11 — это огибающие линии уровня р. Они также явля
ются граничными. Уравнения огибающих

находятся из системы двух уравнеиий Л =  0 и d hid (cos £) =  О 
после исключения из них cos £. На рис. 11, а буквами а, р, у 
и б указано, какие типы воли могут существовать в той или иной 
области, причем а соответствует распространяющейся волне 
exp (Zp2nZ), р — неоднородной ехр (— p^iZ), у — волне типа 
(—1)”  ехр (— p^iZ) и б — затухающей волне ехр [(—рх -Г ip2)nZ], 
где рх и р2 положительны. Например, ар означает, что в данной 
области могут возникнуть лишь два типа волн — распространяю
щаяся ехр (Zp2?iZ) и неоднородная ехр (—pj/zZ). Конкретному зна
чению нагрузки Cf на рис. 11 соответствует некоторая кривая

Графическое исследование 
одного частного случая

COS б  —  COS £

4Bh3/Cf =  (] / sin а +  l^sh a)2/(cos о — ch о)

т



Рис. 11. Линии постоянного уровня
а — действительных значений £ =  о, я/3, я /2, 2я/3, я ; б — мнимых значений | *  О т  12i; в — комплексных значений | =  я -f- iu



—4Bk3/Cf =  /  (o'), проходящая через различные области и пере
секающая уровни действительных значений р. Начертив эту кри
вую, можно качественно определить характер распространения 
в любом частотном диапазоне и построить приближенную диспер
сионную кривую р (к).

Пусть, например, нагрузкой является сосредоточенная масса М. 
Тогда Cj =  — to2 М  и — 4Bk3/Cf =  (Ат/М)/а, где т — масса 
отрезка стержня длиной I. Эта кривая для 4 т/М =  1 обоз
начена на рис. 11 буквой а. Она начинается в области про
пускания. На низких частотах могут существовать две волны — 
ехр(— рх nl) и ехр (£ р2н/). Затем распространяющаяся волна 
становится неоднородной (— l )n exp (p-piZ). Это полоса непропус- 
кания. При дальнейшем повышении частоты следуют чередую
щиеся полосы пропускания и непропускания. Левые границы 
полос пропускания р/ =  я п являются собственными частотами 
опертого стержня длиной I; на этих частотах массы неподвижны. 
Правые границы представляют собой решения уравнений (6.4). 
Первое соответствует собственным частотам отрезка стержня дли
ной I и массой М  в середине и с граничными условиями а =  со"'= 
=  0 на концах. Все нагрузки движутся в фазе. Решениями второго 
уравнения являются собственные частоты такого же отрезка 
стержня, но опертого по краям. Соседние нагрузки колеблются 
в противофазе. Кривая р (к) для массовой нагрузки аналогична 
дисперсионной кривой электрической линии, иагружепной индук
тивностями [14], с той разницей, что для линии с увеличением 
частоты полосы пропускания сужаются и исчезают, тогда как 
для стержня их ширина стремится к конечному пределу (см. 
рис. 11).

Для упругой нагрузки С/ =  С и — 4Bk3ICf =  — (4В/Cl3) о3- 
Ей на рис. 11 соответствует пунктирная кривая Ь, для которой 
4BIC13 =  0,04. На низких частотах (k l< ^ i)  конструкция ведет 
себя как балка на сплошном упругом основании и оба корня рх 
и р2 комплексны (область бб). При повышении частоты комплекс
ные корни переходят в два действительных (аа). На границе об
ластей бб и аа, т. е. при пересечении кривой и огибающей, 
рх и ц2 действительны и одинаковы. Обе волны распространяются 
с одинаковыми фазовыми скоростями. Групповые скорости, од
нако, различны. Характерной особенностью области аа является 
то, что для одной волны знаки фазовой и групповой скоростей сов
падают, для другой они противоположны. При дальнейшем повы
шении частоты следуют чередующиеся полосы пропускания 
и непропускания. Полосы непропускания сужаются и пропа
дают, так как на высоких частотах упругие нагрузки оказывают 
незначительное влияние на колебания стержня. Как и для 
массовой нагрузки, границы полос определяются из уравнений
(6.4), т. е. являются резонансными частотами одной ячейки перио
дичности. Дисперсионная кривая стержня с периодической упру
гой нагрузкой аналогична дисперсионной кривой длинной элект
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рической линии, периодически нагруженной емкостями [14], 
и отличается от нее тем, что в области аа имеет две ветви.

На рис. II , б и в  тонкими линиями начерчены линии (6.3) 
для мнимых и некоторых комплексных значений jliZ =

На рис. И , б значения £ чисто мнимые (cos £ ^>1), а на 
рис. 11, в — комплексные £ =  я +  iA (cos £ < ; — 1). На 
рис. 11,е указана только мнимая часть ilm£, =  iA . Построив 
кривую нагрузки /  (o') и на этих графиках, мы может определить 
величину затухания нормальных волн во всем интересующем нас 
частотном диапазоне.

С помощью рис. 11 можно не только представить себе картину 
распространения волн по стержню с любой нагрузкой С/, но также 
решать более сложные задачи. Предположим, что нужно создать 
механический фильтр с определенной частотной характеристикой. 
Если в качестве такого фильтра используется стержень с нагруз
кой, то из графиков сразу видно, какая при этом должна 
использоваться нагрузка. Если фильтр должен задерживать низко
частотные колебания, то нагрузка должна быть упругой. Если, 
наоборот, фильтр должен гасить вибрации в некоторых полосах 
средне- или высокочастотного диапазона, следует брать массовую 
нагрузку. Из графиков можно получить при этом соотношение 
масс отрезка стержня и нагрузки, если известна частота среза 
фильтра, т. е. нижняя граница первой полосы иепропускания. 
Чтобы получить фильтр с заданной частотной характеристикой, 
нужно начертить подходящую кривую нагрузки /  (а) на рис. 11 
и затем путем комбинации из упругих, массовых или других эле
ментов сконструировать нагрузку, которая бы наилучшим обра
зом соответствовала этой кривой.

Отметим, что проведенный здесь анализ дисперсионного урав
нения удобен и для других случаев, например для случая оперто
го стержня с нулевыми нагрузками моменту сил, рассмотренно
го в [57], Дисперсионное уравнение получается из (6.2), если поло
жить в нем Cf =  оо :

1 + С т Д =  0.

Подобное же общее исследование' можно также проводить 
и для общего дисперсионного уравнения (6.2), которое удобно 
переписать в следующем виде:

(1 +  С,1) (1 +  С С )  -  CfCml 'X  =  0. (6.5)
Для этого в безразмерном пространстве (а ,— 4 Bk3/Cf, 

— АВ1/Ст) нужно провести граничные поверхности cos £ =  +  1. 
Последний член в уравнении (6.5) обращается в нуль, так как 
при £ =  яга Ix =  l\, =  0, и уравнения этих поверхностей будут 
1 +  CfI — 0 и 1 +  Ст1ху =  0. Это цилиндрические поверхно
сти, параллельные осям — 4Bk3/Cf , — 4Вк/Ст. Вместе с огибаю
щими поверхностей уровня р они разбивают все пространство на
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области различных типов ц. Нагрузкам С/ и Ст соответствует 
кривая в пространстве, проходящая через эти области и пересе
кающая поверхности уровней р. Таким образом, исследование 
полностью аналогично только что проведенному.

Формулы для вынужденных колебаний
Перейдем к вынужденным колебаниям неоднородного стержня. 

Пусть сначала внешние силы будут приложены только в узлах 
и также в узлах ищутся отклики. В этом случае для расчета вы
нужденных колебаний нужно знать четыре функции Грина, т. е. 
матрицу второго порядка функций Грина, определяемую равенст
вом

’ w (nl)' Gи Gli ’ Fо (ml) "
.a  (nl). -G2i G22. .M 0(ml)_

где F 0 (ml) и М 0 (ml) — сила и момент силы, сосредоточенные 
в узле у =  ml. Необходимо знать четыре функции, так как по 
смещению w в дискретной точке х =  nl нельзя однозначно опреде
лить угол поворота a (nl). В то же время величину а (пГ) вычис
лить необходимо, так как вместе с моментом М  (nl) она опреде
ляет независимый механизм передачи энергии по структуре. Фор
мулы этих четырех функций получаются аналогично формуле
(5.15):

1 Р 1  +  С*т  д
Gu  (ml/nl) =  \ -----д-----ехр [Щ т  — га)] d£,

—П

1 р  /
G12 (ml/nl) = 2 ехр [1% (т — га)] dl,

—  TZ

(?21  (ml/nl) =   ̂ ехр [i£ (т — га)] dg,
—П
7\ п ф

G22 (ml/nl) =   ̂ 1ху ^дС/А ехр [% (т — га)] d£, (6.6)
I -Я

где С] =  G//4S/C3 и С'т =  CJABk — безразмерные величины.
Рассмотрим теперь вынужденные ‘ колебания неоднородного 

стержня под действием произвольных внешних сил. Для простоты 
ограничимся откликами в узлах и нагрузкой, для которой Ст =  0. 
В этом случае нужно вычислять две функции Грина: одну для 
смещений, другую для углов поворота. Мы приведем формулу 
для смещений, как наиболее важную в практических приложе
ниях. Она получается из соотношений (5.20), в которых силу
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/ 2 (х) следует положить равной нулю:
ТЕ

G (ml/nl -|- е) =  ^5^12 exp [i (т — п) £] d|,
— ТЕ

ТС
/„ (е ) =  G(e/e) =  ~ ^  Ymd£, (6.7)

где
Fj2 — 1щ (1 |- Сц1ц), Y 22 — ( /22 "Ь ^цД)/(1 ~\г Сц1 п),

-̂ 11 =  -̂ 22 ~  I 5 Д =  / ц / 22 ---  IvJ-iX l

г _  1 Г sin (о — А:в) +  exp (— t£) sin /се
12 4В/с3 L cos с — cos 5

г _ 1 Г sin (а — /се) -|- exp (tt,) sin fee
21 4В/с3 L cos б — cos \

sh (б — /се) +  exp (— it,) sh ke
ch б — cos £

sh (о — /се) +  exp (t£) sh /се 
ch б — cos !;

]■
]•(6.8)

Интегралы (6.6), (6.7) берутся с помощью теории вычетов. 
Контур интегрирования изображен на рис. 10. Вся операция взя
тия интеграла полностью аналогична описанной в предыдущей 
главе с той лишь разницей, что в данном случае в контур интег
рирования всегда попадают два корня дисперсионного уравнения.

Изображение Фурье F (и) функции Грина (6.7) получаем из 
(5.26) и (6.8):

р ,  \ _ J _  exp (ip/та)
1 U  > в  '  (р,1 — /с ') (1 +  C f I) (6.9)

Эта функция имеет бесконечное множество полюсов, являющих
ся корнями дисперсионного уравнения 1 +  CfI  == 0. Точки же, 
удовлетворяющие уравнению р4 — /с4 =  0, не являются полюсами. 
Это становится очевидным, если вместо величины I  подставить 
ее значение [см. (6.1)]. 801

Пусть на неоднородный стержень действует сила с плотностью 
q (я0) =  Qo exp (Ёр0ж0).' Тогда смещения узлов происходят соглас
но формуле [см. (5.25)]

w (ml) =  Q0F (р0). (6.10)

Практически такой случай реализуется при возбуждении реб
ристой пластины плоской волной, падающей на нее из окружаю
щей среды перпендикулярно к ребрам и под некоторым углом к са
мой пластине. Из формул (6.9) и (6.10) видно, что как только дли
на следа падающей волны совпадает с длиной нормальной волны, 
когда р0 является корнем дисперсионного уравнения, наступает 
резонанс и амплитуда колебаний пластин'безгранично возрастает 
(мы предполагали, что затухания в системе нет). В тех случаях, 
когда скорость распространения нормальных волн больше скоро
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сти звука в среде, для любой частоты, лежащей в полосе пропуска- 
ния пластины, всегда найдется такой угол падения возмущающей 
волны, которому соответствует резонанс. В полосах непропуска- 
ния, наоборот, пластина возбуждается плохо, так как ее нормаль
ные волны — неоднородные и не могут совпадать по форме с па
дающей волной.

Входная податливость стержня 
с массами

Рассмотрим еще входную податливость / 0 (е) конкретной 
структуры. Пусть нагрузкой к стержню будут шарнирно укреп
ленные на нем массы М , в 4/л раз превышающие массу отрезка 
стержня длиной I. Для такой нагрузки Ст =  0. Величина / 0 (е) 
вычисляется с помощью интеграла (6.7), который можно перепи
сать в следующем виде:

г / \ _ 1 1 Г {a cos \ +  Ъ) d%
J 0 ^  — Т ш  ' I n  )  cos21 — Р cos l  +  Q ’

—71
где

a =  d +  C/e; b =  с +  Cff; c =  s h a — sin a; 
d =  sin a ch a — sh a cos a;

e/2 =  — sin a sh a +  sin (o — кг) sh (a — кг) +  sin кг sh кг +
+  sin кг sin (a — кг) ch c +  sh кг sh (a — кг) cos a;

//2  =  sin (a — кг) sh кг — sin кг sin (o — кг) — sh кг sh (б — кг) +  
-(- sin &esh(a — кг);

P  =  ch a -J- cos о — C)c; Q =  ch a cos a +  C) d.

Вычисляя этот интеграл с помощью теории вычетов, получим 
2

/ ( е )  = i Vi a cos 'in +  b 
4Вк? &  (2 cos \п — Р) sin Z,n

П = 1

— J\ (e) +  Jъ (e)>

где / j  и / 2 — амплитуды нормальных волн в месте приложения 
силы.

На рис. 12,а изображены значения корней дисперсионного 
уравнения и £2, а на рис. 12,6 и в — соответствующие им сла
гаемые / х и / 2 общей податливости J (е) для е =  0 и для г ?= 1/2. 
Как видно из рис. 12,а, постоянная распространения первой 
нормальной волны есть чисто мнимая величина на всех частотах, 
а сама волна имеет вид ехр (— | £х | тп). На низких частотах за
висимость £х (o') выражается прямой линией и совпадает с вол
новым числом неоднородной волны однородного стержня с линей
ной плотностью, равной р0 +  МП, где р0 — линейная плотность
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Рис. 12. Дисперсионные кривые и входные податливости для стержня 
с массами
а — кривые дисперсии: 1 — действительные значения; г —'мнимые значения; 3 — дис
персионные кривые однородного стержня; б — входные податливости в узле; о — вход
ные податливости в середине ячейки периодичности

ненагруженного стержня. На высоких частотах (а^ > 1) эта зави
симость подчиняется формуле ^  =  i [cr +  In (о/я)]. Соответствую
щая первой волне податливость в узле / х (0) изображена на 
рис. 12,6. Jt (0) — действительная величина. На низких часто
тах она такая же, как и у утяжеленного однородного стержня. 
Начиная с частоты, соответствующей о =  я, она стремится к нулю, 
как и-4, потому что на высоких частотах податливость в узле опре
деляется в основном податливостью одной нагрузочной массы. 
Входная податливость Jy (112) изображена на рис. 12,в. На низ-
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ких частотах она совпадает с / х (0). Следовательно, в диапазоне 
частот вплоть до о =  я амплитуда неоднородной волны, возбуж
даемой точечным источником, практически не зависит от точки его 
приложения. Начиная с частоты, соответствующей о =  я, функция

(Z/2) уменьшается и после o '=  2я равна—(4В/с3) -1. Иными 
словами, как только между точкой^приложения силы и ближай
шей нагрузочной массой укладывается половина длины волны, 
податливость J1 определяется только параметрами стержня и не 
зависит от нагрузки.

Постоянная распространения второй нормальной волны изо
бражена на рис. 12,а справа. На низких частотах она действитель
на и прямо пропорциональна о, как и для однородного, но более

Рис. 13. Резонансные формы бесконечного стержпя с массамн 
а — ст =  0,72 я ; б — ст =  1,05 Я

тяжелого стержня. В диапазоне частот, соответствующих а =  
=  0,72 я ч - я ,  величина |2 комплексна. Это полоса непропуска- 
ния. Нормальная волна здесь имеет вид (—1)” ехр (—Im |2 га). 
Затем вновь следует полоса пропускания и т. д. Податливость 
в узле / 2 (0), которая равна амплитуде второй нормальной волны, 
возбуждаемой единичной силой в этом узле, изображена на 
рис. 12, б. В полосах пропускания она чисто мнимая величина, 
а в полосах непропускания — действительная и отрицательная, 
т. е. имеет массовый характер. На низких частотах она совпадает 
с соответствующими слагаемыми утяжеленного однородного 
стержня. При приближении к границе первой полосы непропуска
ния она неограниченно возрастает. Это резонанс неоднородного 
стержня, когда нагрузочные массы находятся в пучностях резо
нансной формы. На резонансной частоте амплитуда второй нор
мальной волны стремится к бесконечности, в то время как ампли
туда первой^нормальной волны, как мы видели, остается конечной. 
Аналогичное явление имеет место и на частоте, соответствующей 
а =  1,65 я, и на всех остальных левых границах полос непропус
кания. На рис. 13 показаны две такие резонансные формы (а — 
=  0,72 я; 1,65 я). На правых границах полос непропускания
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(а =  лп) величина / 2 (0) равна нулю. Это антирезонансы систе
мы, когда на отрезке ненагруженного стержня длиной I уклады
вается целое число полуволн [49]. Нагрузочные массы, а следова
тельно, и места приложения сил находятся на этих частотах в уз
лах нормальных форм колебаний. Отметим, что среднее значение 
податливости / 2 (0), определяемое пологими частями кривой 
рис. 12, б, стремится к нулю, так как на высоких частотах оно 
определяется в основном одной нагрузочной массой.

Податливость в точке между нагрузками (см. рис. 12,б) сущест
венно отличается от податливости в узле. Они одинаковы на низ
ких частотах. Но уже на границе первой полосы непропускания 
(о =  0,72 л) / 2 (II2) обращается в нуль, в то время как величина 
J2 (0) бесконечна (см. рис. 13,а). В первом случае сила F2 при
ложена в узле резонансной формы, а во втором (Fj) — в пучности. 
На частоте, соответствующей а =  л, наоборот, сила Fz приложе
на в пучности, a F 1 — в узле, и поэтому / 2 (1/2) оо, а / 2 (0) =  0. 
На левой границе второй полосы непропускания силы Fx и Fz 
приложены в пучностях (см. рис. 13,6) и обе податливости / 2 (0) 
и / 2 (1/2) стремятся к бесконечности. На правой границе второй 
полосы непропускания (сг =  2я) они также одинаковы, но равны 
нулю. На этой частоте обе силы находятся в узлах нормальной 
формы колебаний. На более высоких частотах картина повторя
ется. На границах четных полос непропускания величины / 2 (0) 
и / 2 (1/2) ведут себя одинаково, а на границах нечетных полос — 
противоположным образом.

О числе нормальных волн 
в одномерных решетках

Здесь приводится простой способ подсчета числа нормальных 
волн в одномерной решетке, который не основан на исследовании 
дисперсионного уравнения и состоит в подсчете числа механиз
мов передачи колебательной энергии от ячейки к ячейке. Как 
правило, подсчет числа этих механизмов не составляет особого 
труда.

Связь между числом нормальных волн и числом механизмов 
передачи энергии устанавливается на основе результатов работы 
П. Е. Краснушкина [20], в которой рассматриваются нормальные 
волны в одномерных периодических цепочках из многополюсни
ков. Показывается, что в цепочке из одинаковых 47У-полюсников 
существует N  нормальных волн. Если на каждый 4Л^-полюсник 
наложить т жестких связей, число нормальных волн уменьшится 
на /?г.

К этому следует добавить, что поскольку каждые две пары 
клемм 4]У-полюсника определяют один механизм передачи энер
гии от звена к звену, число нормальных волн в цепочке из много
полюсников равно числу механизмов передачи энергии. Наложе
на 3 Заказ Ьй 324 65



ние жестких связей на каждое звено уменьшает число механизмов, 
а следовательно, и нормальных волн на величину т.

Известно, что дискретной моделью однородной непрерывной 
струны является цепочка из четырехполюсников. Следовательно, 
отрезок струны длиной /, а значит, п одна ячейка струны с перио
дической сосредоточенной нагрузкой также могут быть представ
лены в виде некоторого четырехполюсника, а одномерная струп
ная решетка в целом — как цепочка из таких четырехполюсников. 
Таким образом, в периодически неоднородной струне может су
ществовать одна нормальная волна, так как в ней определен толь
ко один механизм передачи энергии от ячейки к ячейке (это пара 
«сила — линейная скорость»). Аналогично струне, периодически 
неоднородный стержень, совершающий нзгибные колебания, мо
жет быть представлен как цепочка из восьмиполюсников [45]. 
Энергия передается двумя механизмами (парами «перерезываю
щая сила — линейная скорость» и «изгибающий момент — угло
вая скорость»), и в этой решетке .можно возбудить не более двух 
нормальных воли.

Пользуясь таким способом, можно сразу предсказать число 
нормальных волн в любой одномерной решетчатой конструкции. 
Пусть, например, это будет стержень с периодической несиммет
ричной нагрузкой. Яспо, что кроме двух «нзгнбных» механизмов 
передачи энергии существует еще и третий —«продольный», так 
как из-за песимметрпи нагрузки в стержне возбуждаются про
дольные волны. Таким образом, в такой структуре существуют 
три нормальные волны. В работах [48, G3), однако, дисперсионное 
уравнение указывает иа присутствие только двух воли. 
Ограничиваясь высокочастотными колебаниями и предполагая, 
что неоднородные волны ненагруженного стержня успевают за
тухнуть иа расстоянии I, авторы работ подразумевали, что одна 
из трех нормальных волн имеет глубину проникновения (или дли
ну волны), равную нулю. И в самом деле, как это следует 
из рис. И , б, в, для любой нагрузки одна из неоднородных нор
мальных волн решетки при а^ > 1  имеет глубину проникновения, 
близкую к пулю (| \ | 3§> 1).

Наличие трех нормальных воли в стержне с несимметричной 
периодической нагрузкой можно проверить и непосредственно, 
написав дисперсионное уравнение. Матрицы групповых жестко
стей в этом случае будут третьего порядка:

-Cf 0 0

0 Ст Стр
-0 Срт с р
-С U Сп 0 -

С 21 с.гг 0

-0 0 Сзз-

для нагрузки,

для стержня,
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где р — продольная сила; величины С/, Ст, Сп , Cl2, С21, С22 — 
те же, что и в уравнении (6.2); величины СтР и Срт указывают на 
связь между поворотом нагрузки и ее продольным смещением; 
С33 — групповая продольная жесткость однородного стержня:

л г-1 о р/. cos £ — cos бмр _ ,*-33-- -МЦ)— • - ? Одр --ьш оПр

/спр — волновое число продольной волны в стержне. Дисперсион- 
иое уравнение получится, если, как н раньше, приравнять нулю 
определитель суммы двух этих матриц. Подставив значения груп
повых жесткостей, нетрудно увидеть, что это —уравнение 
третьей степени относительно cos £, что и означает наличие в 
структуре трех нормальных волн.

С помощью подсчета механизмов передачи энергии можно лег
ко определять число нормальных волн и в более сложпых одно
мерных решетках. Так, например, для двух параллельпых стерж
ней, соединенных упругими отрезками стержней, это число равно 
шести. Если отрезки поперечных стержней абсолютно жесткие, 
то это эквивалентно наложению трех жестких связей п число нор
мальных волн равно трем.

Г л а в а  7

ДВУМЕРНАЯ РЕШЕТКА ИЗ СТРУМ

Решетка из струн — одна из простейших двумерных решеток.
Некоторые биологические решетки по своим электрическим 

свойствам весьма близки к струйной решетке. Среди работ в этой 
области одной из первых н наиболее интересной является работа 
[39], в которой определены в замкнутом виде функции Грина и 
входной импеданс. В другой области — пневматике — колебания 
струнной решетки эквивалентны колебаниям воздуха, заключен
ного в систему трубок, соединенных между собой в виде решетки 
[48]. Рассмотрение струнной решетки полезно еще и тем, что здесь 
на простой структуре могут быть получены результаты, присущие 
всем двумерным периодическим структурам.

Дисперсионное уравнение
Разбиваем решетку па два составных элемента: набор струн, 

параллельных оси .Tj, и набор струн, параллельных оси х3. 
Взаимодействие составных элементов характеризуется силами
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Рнс. 14. Дисперсионные кривые квадратной решетки из одинаковых струн 
а — линии постоянного уровня о =  0 4- я  дисперсионной поверхности о (£,, £г); б— г — 
дисперсионные кривые для волн, распространяющихся под углами Ф =  0, arclg 0,8 
и л/4

реакции, которые в данном случае имеют плотность
СО со

/  (*1 , Хп) =  /  2  2   ̂('г1— nJi) b (-r 2 — ’hi-z) Рхр (Ё|л1г1?г1 4- i[i2l2n2).
ПА= —со Ид——со

Нетрудно проверить, что групповая жесткость каждого на
бора струн равна групповой жесткости отдельной струны из 
этого набора. Дисперсионное уравнение, следовательно, имеет 
внд

ZkjTj COS б! ■
sm si

COS !^i 2^, у  COS 02  —  COS ^2 __  q

S in  02
(7.1)

Оно содержит cos и cos £2 в первой степени; и значит, в струн
ной решетке существует одна нормальная волна.

Исследование уравнения (7.1) можно проводить графически. 
Для этого в плоскости (^ , £2) проводятся линии уровня частоты, 
т. е. кривые, вдоль которых частота остается постоянной. На 
рис. 14,я. изображены линии уровня о = О 1 =  О2 =  0 ч - я  квад
ратной решетки из одинаковых струн кг — к2 =  к , Тг =  Т2 =  
=  Т. Если представить себе пространство, две оси которого бу
дут и |2, а третья ось о проходит перпендикулярно плоскости 
рис. 14,я, то линии уровня о — сечения некоторой поверхности 
в пространстве горизонтальными плоскостями, а сама поверх
ность при о =  0 ч- я представляется в виде внутренности чаши 
с выступающими краями £г --  ±  я, \2 —. ±  я. Такие поверхно
сти называются дисперсионными. В интервале o' =  я ч- 2я поверх
ность совпадает с внутренностью такой же чаши, но переверну
той и поставленной на первую четырьмя точками ( ±  я, ±  я). 
Для значений о, больших 2я, все повторяется с периодом До =  
=  2я. Липни уровня рис. 14,я (или дисперсионные поверхности) 
удобны при исследовании распространения нормальной волны 
в различных направлениях. Чтобы найти дисперсионную зави-
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Рнс. 15. Резонаиспая форма бесконечной двумерной струнной решетки на 
частоте, при которой а =  л/2 (а), н ее одномерная модель на этой частоте 
( б )

спмость волны, распространяющейся под углом ср к оси xv  на 
рис. 14,а нужно провести прямую, проходящую через начало 
координат и наклоненную к оси на тот же угол. Пересечения 
этой прямой с линиями уровня дают сразу координаты точки 
искомой дисперсионной кривой. На рис. 14 ,6— г изображены 
дисперсионные кривые для трех направлений ср =  0, arctg 0,5 
и я/4. При распространении под углом ср =  0 решетка эквива
лентна струне с периодической нагрузкой Сн =  — 2кТ tg (су/2). 
В низкочастотном диапазоне лежит полоса пропускания. Гранич
ная частота, соответствующая о =  я/2, является резонансной 
для решетки. Форма колебания изображена на рис. 15,а. На 
этой частоте групповая скорость Crp =  graded) равна нулю во 
всех направлениях и передачи энергии от ячейки к ячейке нет. 
Каждая ячейка решетки колеблется на своей резонансной часто
те независимо от соседних ячеек. Выше этой частоты следует 
полоса непропускаиия, оканчивающаяся на частоте, которой 
соответствует o' =  Зл/2 и которая также является резонансной 
для одной ячейки решетки. При распространении под другими 
углами полосы иепропускания сужаются, а па их границах груп
повая скорость становится отличной от пуля (см. рис. 14,в). 
Однако направлена она вдоль ,т2-струн и распространения энер
гии в направлении оси Охх нет. На грапичпой частоте в этом слу
чае решетка разбивается на бесконечное число полос шириной 
в одну ячейку. Распространение волны происходит таким обра
зом, как если бы эти полосы были независимы. Одна такая полоса 
изображена на рис. 15,6. Она эквивалентна одномерной струн
ной решетке (см. главу 5).

При угле распространения, равном 45°, полос иепропускания 
вообще нет, а дисперсия нормальной волны совпадает с диспер
сией волны непрерывной однородной струны (см. рис. 14,г). Это 
явление совпадения. При ср =  45° оба набора струн колеблются 
одинаково и независимо и можно было бы разъединить их в узлах, 
не нарушая колебательного процесса.
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Jг Входная податливость

Рис. 16. Входная податливость в 
узле двумерпой струнной решетки
1 — действительная часть; 2 — мнимая 
часть

Функция Грина для двумерной 
решетки выражается в виде двой
ного интеграла от групповой по
датливости решетки, помноженной 
на фазовый множитель. Для рас
сматриваемой здесь квадратной 
струнной решетки она имеет вид

G (ml, nlj0,0) = sin о 
с

1
(2л)= X

охр Ч\\т -|- i'iiii) d%« 
2 cos з — cos — cos £2 (7.2)

При т — n =  0 она равна по
дал л ив о стп ре п[ет к и

I /sins) 1 (* 1* d%«
~TF \ з j  (2л)- \ ) 2 cos а — cos — cos 2̂ (7.3)

Интеграл (7.3) может быть выражен мороз известные функции. 
Действительно, если его проинтегрировать один раз по а 
затем произвести замену переменных ц =  (cos^  -|- cos ц)/( 1 ±  cos а), 
то получпм

. __ I / sin з \ UК -|- 2/Г
~~ 4лТ \ с /1 -1 |  cos з 1 ’

где К  — полный эллиптический интеграл первого рода с прямым 
модулем х2 =  (1 — | cos о |)/(1 -г | cos а |); К' — такой же интеграл, 
по с дополнительным модулем х'2 — 1 — х2. Таким образом, 
податливость решетки из струн — комплексная величина. Мни
мая ее часть характеризует ту энергию, которая уносится от 
источника на бесконечность, а действительная — ту, которая 
остается вблизи источника. На рис. 10 представлен график вход
ной податливости. Как видно из графика, величина J всюду 
конечна, за исключением дискретных точек (напомним, что вход
ная податливость мембраны бесконечна). Частоты, соответствую
щие ц — п(п -|- 1/2) и па которых податливость оказывается беско- 
иечпой, являются резонансными. Сила при этом приложена в 
пучности резонансной формы и ./ —>- оо (см. рис. 15,о). На часто
тах, соответствующих а --  п и ,  наоборот, податливость обращает
ся в пуль. Эти частоты также резонансные для ячейки решетки. 
На них между соседними узлами решетки укладывается целое 
число полуволн. Резонансные формы в этом случае таковы, что 
сила приложена в узле и, естественно, испытывает бесконечное 
сопротивление.
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Асимптотика функции Грина

Функцию Грпиа (7.2) не удалось представить в виде конеч
ной комбинации известных функций. Здесь мы ограничимся иссле
дованием ее асимптотического поведения (/;г^>1, ;ijg> 1.) Метод, 
с помощью которого рассматривается интеграл (7.2), является 
комбинацией метода стационарной фазы и метода, основанного 
на теории вычетов. В применении к «решетчатым» интегралам 
метод состоит в следующем.

Пусть имеется двойной интеграл типа

где / п ^ > 1 ,  71^>1 . Е го м о ж н о  проинтегрировать один раз, на
пример по £2, так же как это делалось прн вычислении входной 
податливости струны или стержня. Однократное интегрирование 
приведет к сумме вычетов в точках, в которых выполняется ус
ловие (дисперсионное уравнение)

Это уравнение в неявном виде дает зависимость |2 =  ЫёцСУ)- 
В общем случае корпи (7.5) £2 могут быть комплексными, но в 
предположении п 1 основной вклад в интеграл дадут лишь 
действительные корпи уравнения (7.5). Таким образом/ интеграл
(7.4) равен

где £г(£цоО — действительные корни уравнения (7.5) п Ф2'=
=  дФ/дЪ.

Для асимптотической оценки интеграла (7.4) применим теперь 
метод стационарной фазы. Согласно этому методу основной вклад 
в интеграл дают окрестпостп точек, в которых величина [777̂  +  
+  77.t,2(!n о1)] постоянна (фаза стационарна). В комплексной облас
ти ^  таких точек может быть несколько. Однако если г а 1, 
то принимать в расчет следует только действительные стационар
ные точки. Если ii0) — такая стационарная! точка, то вместе с 
Е(20) (£i0)> сг) она определяет некоторую точку кривой (7.5) в дей
ствительной плоскости (!Д, |2). Покажем, что в этой точке нормаль 
к кривой (7.5) должна совпадать с направлением (т, п). Дей
ствительно, в стационарной точке приращение d [777̂  +  ?i£2] =  О, 
т. е. т +  (dlz/dh) п =  0. Найдя из (7.5) производную d^Jdt, 1 — 
— — фДфо, получим т/Ф'х — 7г/Фо. Это и означает, что нормаль 
к кривой (7.5), направление которой определяется частными 
производными Ф̂  и Ф2, совпадает с направлением; (т, п). Таким

I  = (7.4)

Ф (cos £г, cos £2, g) =  0 . (7.5)

i_   ̂ exp [im h  +  in & (h , s)] dE, 1 
!я  (,12 [cos £i> cos 2̂ (£1, a), g ]
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образом, асимптотическое поведение интеграла (7.4) определяет
ся одной или несколькими точками действительной кривой (7.5), 
удовлетворяющими отмеченным выше условиям.

Пусть (£i0), |20)) — одна такая точка. Тогда, рассматривая 
поведение интеграла (7.4) только в окрестности этой точки, полу
чим

. 2я | х I • я J фдо) ■ охр ' {1\0)т -Ь ё2а)п +  sign %) , (7.6)

где Ф2 (°) означает, что производная взята в точке ( ^ j  ^ 0)), 
а величина % =  d2|2/^£i (°) определяет кривизну кривой (7.5) 
в стационарной точке и вычисляется по формуле

X =  (фиф* — 2Ф1аФ2Ф! -I- ФМФ?)/Ф2,

где Ф12 =  дгФ/дЪ,уд£,21 Фц =  ЬгФ1д\\. Исходя из полученных ре
зультатов, можно найти форму фронта волны вдали от источни
ка. Рассмотрим фронт волны с нулевой фазой

+  £27?. — wt =  0. (7.7)
Поскольку волна в точке (т, п) определяется стационарной 

точкой кривой (7.5), в которой т/Фх =  л/Ф2, то можно записать
т =  ЙФЬ п =  ЙФ2, (7.8)

где й — скалярная величина. Подставляя (7.8) в (7.7), получим 
величину этого скаляра Й =  аИ^Ф'х +  |2Ф2). После этого пос
ледние два равенства приводят к параметрическому уравнению 
фронта волны

т =  ш/Ф '/^Ф ^ +  Н2Ф2), 

п — Q)/®2/(gi®i -j- |2Ф2),

® (5i,g*,6) =  0. (7.9)
Если из трех уравнений исключить и |2, то уравнение 

фронта волны может быть получено в явном виде: /  (т, п) =  0. 
Это, однако, не всегда удается сделать. Часто удобнее воспользо
ваться геометрическим построением. Кривая (7.5) и кривая фрон
та волны /  (т, п) =  0, связанные уравнением (7.7), называются 
в математике подэрой и антиподэрой. В соответствии с общими 
правилами построение кривой производится так: для конкретно
го вектора § кривой (7.5) строится прямая, перпендикулярная 
£ й удовлетворяющая уравнению (7.7); затем такая же прямая 
строится для другого §, для третьего и т. д., пока не наберется 
достаточно, чтобы провести огибающую всех этих прямых; оги
бающая и будет искомой прямой фронта волны. Подробно это 
изложено в работе [42]. Такой метод асимптотических оценок 
двойных интегралов типа (7.4) применим для исследования функ
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ции Грина квадратной струнной решетки (7.2). Кривые (7.5)
Ф (Ец £2. сг) =  2 cos а — cos — cos |2 =  О (7.10)

в действительной плоскости (£lt |2) изображены на рис. 14,а для 
различных значений а■ На низких частотах а <0̂  1 переменные 
величины. и £2 также малы и поэтому вместо (7.10) будет

Й +  И =  2р2,
что является уравнением семейства окружностей. Его можно 
рассматривать как дисперсионное уравнение волн однородной 
изотропной мембраны с плотностью рй1 =  2рст/7 и натяжением 
Гм =  T J L  Таким образом, с точки зрения дисперсии волн 
струнная решетка на низких частотах ведет себя как мембрана. 
Кроме того, амплитуда вынужденных колебаний решетки убывает 
с расстоянием как

w Fо exp (— tot) /
Т 7 Ш Г - { у Ш )  ехП Ч ^ 4

где г2/е2 =  тг +  я2, т. е. как и функция Грина однородной мемб
раны, равная А Н 0 (|^2&г). Однако сходство струнной решетки 
и мембраны пропадает, если речь идет об импедансах или жестко
стях. Входная податливость решетки почти везде конечна, в 
то время как податливость мембраны бесконечна на всех часто
тах.

На произвольных частотах % =  (cos sin2 |2 +  cos £2 sin2 gi)/ 
/ sin2 |2 и Ф2 =  sin |2. Из соотношения (7.6) сразу видно, что на 
всех частотах и в любом направлении убывание амплитуды волны 
пропорционально г~'Ь. Для направления ср =  я/2, например, 
стационарной точкой кривой рис. 14,а является ^  =  0 и 
£(20) =  arccos (2 cos ц — 1). Кривизна дисперсионной кривой в этой 
точке равна % =  1/sin £(20) и Ф2 =  sin £20). Подставляя эти выра
жения в (7.6) и полагая п =  г, получим, что амплитуда колебаний, 
в направлении ср =  я/2 убывает как

w ~  г~'1г [4 cos а (1 — c o s . a ) ] - ' ^ .

При стремлении частоты к границе полосы н епропускания 
т. е. при а —> я/2 (см. рис. 15), амплитуда колебаний решетки 
неограниченно возрастает. Как уже отмечалось, эта частота, а 
также частоты, соответствующие равенству ц =  я ( т г - г Д /2 ) ,  явля
ются резонансными для решетки, и при действии внешней силы 
(если только она не приложена в узле резонансной формы) ампли
туды колебаний решетки, естественно, должны возрастать до 
бесконечности.

Для направления ср =  я/4 стационарная точка имеет коорди
наты £i0) =  £20) =  о1 и кривизна равна % =  2 ctg сг. Подстанов
кой этих выражений в (7.6) получаем, что амплитуда вынужден-
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Рнс. 17. Кривые фронта воли, рас
ходящихся от точечного источника, 
на частотах, соответствующих раз
личным а

ных колебаний в этом направлении убывает как
w  ж  г -1/» (sin 2 а ) - 1'-.

На резонансных частотах <у =  я (п +  1/2) амплитуда w стре
мится к бесконечности во всех точках решетки.

Посмотрим теперь, какую форму имеет фронт волны для раз
ных значений o'. Кривые фронта, построенные по формулам (7.9), 
представлены на рис. 17. На самых низких частотах фронтами 
волн являются окружности. При увеличении частоты окружно
сти искажаются, становятся более «прямоугольными». На часто
тах, близких к о =  я/2, форма волны почти квадратная. При 
этом, как отмечалось, амплитуда колебаний вырастает до беско
нечности. При дальнейшем увеличении частоты форма волны 
сглаживается и при а =  я становится круглой. При последую
щем повышении частоты картина повторяется. Отметим, что кри
вые фронта волны (см. рис.17) очень схожи с линиями уровня 
частоты на рис. 14,а, повернутыми на 45°. Несмотря на то что 
уравнения этих кривых разные, их графики почти идентичны. 
В связи с этим практически форму фронта волны можно опре
делить сразу «на глазок» по дисперсионным кривым на рис. 14,а.

Г л а в а  8

ПРЯМОУГОЛЬНЫЕ СТЕРЖНЕВЫЕ РЕШЕТКИ

В настоящей главе исследуются свободные и вынужденные 
колебания двумерной стержневой решетки. Попытка строго рас
смотреть задачу была предпринята Хеклом [48]. Хекл рассмотрел 
частный случай прямоугольной решетки, у которой узлы не 
поворачиваются и могут только смещаться в поперечном направ
лении. Хекл также предположил, что частоты достаточно высокие 
и неоднородные волны, возникающие в узлах, успевают затух
нуть на расстоянии меньшем, чем шаг решетки. При таких допу
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щениях в работе [48] было получено дисперсионное уравнение, 
из которого следует наличие полос пропускания и непропускания.

Рассмотренный Хеклом частный случай характерен тем, что 
в этой конструкции существуют только изгибные волны. Однако 
в произвольной стержневой решетке дело обстоит иначе. Изгиб
ные и крутильные волны .стержней, взаимодействуя в узлах, 
образуют сложные изгибно-крутильные, решетчатые волны, ко
торые можно считать чисто изгибными или крутильными только 
в некоторых предельных случаях. Исследование решетчатых волн 
затрудняется из-за того, что в общем случае их нельзя привести 
ни к одному из хорошо изученных типов колебаний. Поэтому при 
рассмотрении колебаний решетки с жестким соединением стерж
ней в узлах (см. ниже) основное внимание уделено разбору част
ных случаев, в которых решетчатые волны вырождаются в какие- 
нибудь известные. Так, на низких частотах изучается упрощен
ная расчетная модель и аналогия между колебаниями решетки 
и однородной пластины, а для высокочастотных колебаний полу
чены приближенные формулы, позволяющие с некоторой степенью 
точности представить решетчатые волны чисто изгибными и кру
тильными. При этом важную роль играет решетка, рассмотрен
ная Хеклом. Что касается вынужденных колебаний, то ни функ
ции Грина, ни входная податливость почти нигде не выражаются 
через известные функции. Исключение составляют только три
виальные случаи и высокочастотные колебания, где с определен
ной степенью точности входная податливость для перерезыва
ющей силы выражается через полные эллиптические интегралы.

Вывод общих формул
При выводе дисперсионного уравнения стержневой решетки с 

жестким соединением в узлах следует учесть, что взаимодейст
вие стержней характеризуется тремя величинами — поперечными 
силами реакции и двумя взаимно перпендикулярными моментами 
сил реакции. Поэтому для решетки в целом и для ее отдельных 
элементов (т. е. для двух наборов параллельных стержней) опре
делены матрицы групповых жесткостей третьего порядка. Мат
рица для £г стержней имеет вид

" Л " ~С$ 0 й
 

__
1

W

Мг = 0 м иWp 0 а
/41)1̂ 21 0 /ч(1) 

^22 _ _Р_
для х’г-стержней

~f 2 ~ ~/4 2) 
</11 /42)

1/12 0 " W

M l = /42)
1/21

/42)
1/22 0 а

_No _ _ 0 0 /42) '-/Кр _ _Р_

(8 . 1)

(8. 2)
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н для целой решетки она равна сумме матриц (8.1) и (8.2). Здесь 
— элементы матрицы второго порядка, обратной матрице, 

составленной из элементов (6.1). Напишем их в явном виде:

С ц) =  2Bmk*mQ (ат, l n)/(l — cos от chom),

Ста0 =  — Са0 =  2Bmkmi sin (ch am — cos am)/( l—cos om ch am),

СЙ0 =  2BmkmP (am, |nj)/(l — cos am ch am), (8.3)

где

fem =  °v i =  P  (<3, )̂ =  sin 0 ch  6 — Sh 0 COS 6 +
(sha — sin a) cos g; (a, £) =  sin a c h e  +  sha cos a —

— (sh a +  sin a) cos m =  1 , 2 .

Элементы — являются групповыми крутильными жестко
стями стержней и равны

C(Jp =  2Стхт (cos xmZm — cos £m)/sin ят1т, (8.4)

где т =  1 ,2 ; x m — волновое крутильное число; Ст — крутиль
ная жесткость.

Приравнивая нулю определитель матрицы групповых жестко
стей решетки, получаем дисперсионное уравнение. В разверну
том виде оно записывается так:

//i(D I /i(2)\ /Л<2) , /i(l)\ /рШ _[ /i(2)\ р(1)р(1) //i(2) I /1(1) \"г L-u) (,е-22 -г ib22 I — е-12ь21 (ь22 -г ь кр; —

-  С М  (С% +  С%) =  0. (8.5)

Если в (8.5) подставить значения (8.3) и (8.4), то получится 
уравнение третьей степени относительно cos и cos \г. Это озна
чает, что в решетке с жестким соединением стержней в узлах 
существуют три нормальные решетчатые волны.

Если путем обращения суммы матриц (8.1) и (8.2) найти мат
рицу групповых податливостей решетки, то, помножив элементы 
этой матрицы на фазовый множитель exp (i^ i^  ££2^2)1 проин
тегрировав их дважды по и | 2 в пределах [— л, я], получим 
матрицу функции Грина решетки:

Я  Я

Gik {пх1ъ п212/0,0) =  щ Г Ц  ̂ I ik (£х, £*) exp {11хпг f  il2n2) dlxd%2.
— Я  — Я

(8.6)

Рассмотрим теперь некоторые частные случаи, представляю
щие практический интерес.
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Вырожденная решетка
Простейшей конструкцией решетки является вырожденная 

решетка, у которой толщина, например, а;2-стержней стремится к 
нулю. Вырожденная решетка, иначе говоря, представляет собой 
набор ничем не связанных а^-стержней. Все жесткости, относя
щиеся к жг-стержням, обращаются в нуль, и дисперсионное 
уравнение (8.5) в данном случае записывается следующим об
разом:

16Б2С &4х (c°s °1  — cos £0 (ch Cl — cos £i) (cos xiZi — cos £1) _  q ,g 7 , 
1 1 1 1  sin Kih (1 — cos Gi ch oi) ' ’ '

Постоянная распространения имеет три корня ±  ц =  /с1, iklt 
совпадающих с волновыми числами крутильной и изгибных 

волн однородного ^-стержня. В уравнение (8.7) не входит ком
понента ц 2 п о с т о я н н о й  распространения. Она характеризует фазо
вый сдвиг между волнами, бегущими в двух соседних а^-стержнях, 
и поэтому является функцией угла распространения ср и компо
ненты (ц2 =  jLtj tg ф). Таким образом, тремя нормальными вол
нами вырожденной решетки являются две изгибные волны (одно
родная и неоднородная) и одна крутильная. Нетрудно проверить, 
что групповая скорость всегда направлена вдоль оси x lt в то 
время как фазовая скорость может иметь и другие направления, 
и что формулы (8 .6) определяют функции Грина бесконечного 
однородного а^-стержня. Например, для первой функции Грина 
имеем

G-ii (*i, 0/0, 0) =  (4В1/с?)“1 (i exp (il'сг | хг |) — ехр (— кг | х± |)).

На практике вырожденная решетка с успехом может служить 
расчетной моделью для решеток, у которых жесткости одних 
стержней много больше жесткости других, например а:2-стержней. 
Несмотря на малость обычных жесткостей а:2-стержней, группо
вые жес ткости на некоторых частотах могут достигать больших 
значений' Такими частотами являются резонансные частоты отрез
ка стержня длиной I, определяемые уравнениями sin x2Z2 =  0 
и 1 — cos ц2сЬц2 =  0. В окрестности этих частот в уравнении
(8 .5) нельзя пренебрегать групповыми жесткостями а;2-стержней. 
Расчетная модель, таким образом, будет верна во всем частотном 
диапазоне, за исключением узких полос вблизи резонансных 
частот а:2-стержня длиной I, зажатого с обоих концов. Ширина 
этих полос тем меньше, чем больше будет отношение обычных 
жесткостей х±- и а;2-стержней.

Решетка Хекла

Хекл [48] рассмотрел решетку, у  которой узлы совершают 
только поперечные колебания и не могут поворачиваться. Такая 
решетка может быть реализована только с помощью специальных
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Рис. 18. Часть дисперсионной 
поверхности нормальных волн 
в квадратной решетке Хекла

механических приспособлений. Тем не менее, несмотря на ее ис
кусственность, модель Хекла представляет чрезвычайный практи
ческий интерес, так как имеет непосредственное отношение 
к высокочастотным колебаниям обычной решетки.

Поскольку решетка не может поворачиваться в узлах, груп
повые крутильные жесткости обоих наборов стержней следует 
устремить в бесконечность —> со. Тогда из уравнения (8.5)
следует

(8 .8)

Это уравнение первого порядка относительно cos и cos |2> 
откуда следует, что в модели Хекла существует только одна нор
мальная волна. На высоких частотах уравнение (8 .8) имеет вид

2 а д,з sin oi +  cos oi — cos
cos Gl

2g  £з sin Ga +  cos аз ■ - cos
COS 02

=  0, (8.9)

что в точности совпадает с уравнением, полученным Хеклом.
Анализ уравнений (8 .8) и (8.9) лучше всего проводить с по

мощью дисперсионных поверхностей. На рис. 18 представлена 
часть такой поверхности для квадратной решетки, составленной 
из одинаковых стержней кх =  к2 =  к, lx =  l2 =  I. Укажем на 
некоторые свойства поверхности, которые следуют из трансля
ционной симметрии решетки. Поверхность симметрична относи
тельно точек ( +  лщ/l, +  лп2П) й имеет зеркальные плоскости 
симметрии р-! =  ±  л/1, ц2 =  +  лЛ. Вследствие этого в точках 
симметрии в центрах отрезков, соединяющих узлы обратной 
решетки, поверхность достигает экстремума и производная 
dw/d\i, т. е. групповая скорость, равна нулю: в точках (0 , ±  л/1) 
и ( +  лЛ, 0) — для главных направлений ср =  0 , я /2 , а в точках 
симметрии (0 , 0), ( ±  л/l, ±  л/1) — для всех направлений распро
странения воли.
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2лп+2л

2лп+($л

Рис. 19. Дисперсионные кри- 2лл+л
вые волн, распространяющих
ся в решетке Хекла под уг
лами 2лтфл

а — ср=0; О — <р = arctg 0,5; 
в — (р = я/4 2пп

Поверхности дисперсии удобны для исследования распростра
нения нормальных воли в произвольном направлении. Диспер
сионная кривая, т. е. зависимость действительных значений р 
от частоты со (или а), для волны, распространяющейся под углом 
ф к оси xlt является пересечением дисперсионной поверхности 
с плоскостью, проходящей через ось о под углом ф к оси На 
рис. 19 эти зависимости представлены для трех направлений 
Ф =  0, arctg 0,5, я/4. Как видно из рис. 19, для любого направ
ления распространения волны в интервале частот а =  2 лп 
-4-2я (re +  1) всегда имеются две полосы пропускания, где зна
чения действительны. На остальных частотах, т. е. в полосах 
непропускапия, р комплексно и нормальная волна затухает с 
расстоянием.

В практических приложениях важно уметь находить гранич
ные частоты полос непропускания. Из главы 7 следует, что при 
распространении волн под углами ф =  0, я/4 и я/2 граничными 
частотами прямоугольной решетки являются собственные часто
ты одной ячейки периодичности. Рассмотрим этот вопрос подроб
нее и проследим, как при этом колеблется решетка Хекла.

Пусть плоская волна распространяется вдоль оси хх. На 
граничных частотах, соответствующих а =  2яп +  0,5я, обе по
стоянные распространения |х и | 2 равны нулю. Все узлы, следо
вательно, ведут себя одинаково, и граничные условия для ячей
ки периодичности, т. е. для креста, образованного из двух оди
наковых стержней длиной I, будут следующими: из' =  w'" =  0 
на всех его четырех концах. Нетрудно проверить, что такими же, 
как у этого креста, будут нечетные собственные частоты стержня, 
зажатого на концах. Одна из форм колебаний решетки Хекла 
на этих частотах показана на рис. 20, а. Узлы, как видно из ри
сунка, остаются неподвижными.

На частотах, соответствующих а =  2яп +  0,75я и а =  2яп — 
— 0,5я, компонента £2 =  0, а £х =  я. Поэтому все узлы, лежа
щие на любом а:2-стержне, колеблются синфазно, а каждые два 
соседних узла, лежащих на ^-стержне, колеблются в проти
вофазе. В соответствии с этим граничные условия для креста
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Рис. 20. Резонансные формы колебаний решетки Хекла на частотах, соот
ветствующих
а — а =  0,5я; б — а =  0,75я; в — а =  2я

а

Рис. 21. Резонансные формы колебаний решетки Хекла на частотах, соот
ветствующих
а — <7 =  я; б — а =  1,5Я

будут следующими: w =  w" =  0 при ±  Z/2 (условия опи-
рания), ш' =  wr" =  0 при х2 =  ± / /2 .  Форма колебаний решетки на 
одной из таких собственных частот креста показана на рис. 2 0 , б.

На граничных частотах, удовлетворяющих равенству а =  
=  2яп, все узлы решетки колеблются в фазе. Как и на частотах 
а =  2пп +  0,5я, граничные условия будут одинаковы на всех 
четырех концах креста: w’ =  w"' =  0. Однако форма колебаний 
будет другая (рис.20,в). Как видно из рисунка, Ху и х2-стержни 
колеблются одинаково, и поэтому силы их взаимодействия равны 
нулю, а собственные частоты креста эквивалентны четным соб
ственным частотам отрезка стержня длиной I с граничными усло
виями и/ =  wm =  0 на обоих краях.

При распространении волны под углом ф =  я/4 граничные 
частоты а =  2ятг +  0,5я, 2я7г и соответствующие формы коле
баний решетки будут такими же, как и для углов ф =  0 , я /2 . 
На остальных граничных частотах (ст =  2яп +  я, 2пп — 0,5я) 
обе компоненты постоянной распространения равны ^  =  | 2 =  я 
и любые два соседних узла колеблются в противофазе. Гранич
ные условия на концах креста должны быть тогда равны w — w" — 
=  0. Однако формы колебаний на этих двух группах частот раз
ные. На частотах, соответствующих а =  2пп -f- я, ^-стержни 
и х2-стержни колеблются одинаково. Поэтому все эти граничные 
частоты равны нечетным собственным частотам одного отрезка 
стержня длиной 1г опертого по краям. Одна из форм колебаний
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показана на рис. 21,а. На частотах, соответствующих а =  2яга — 
0,5я, узлы решетки остаются неподвижными. Граничные частоты 
равны четным собственным частотам зажатого с обеих сторон 
стержня длиной I. Форма колебаний на одной из таких частот 
изображена на рис. 2 1 ,6 .

Таким образом, при распространении волн в направлениях 
ср =  0 , я/4, я /2  граничными частотами в большинстве случаев 
являются собственные частоты отрезка стержня длиной I с теми 
или иными краевыми условиями. Только в одном случае для 
вычисления граничных частот нужно рассматривать собственные 
колебания креста. Но даже и тогда вычисления оказываются 
более экономичными, чем при нахождении границ из дисперсион
ного уравнения. Для многих практических задач найденных 
граничных частот вполне достаточно, так как при распростране
нии волн в других направлениях половина граничных частот 
(2яга +  0,5я, 2яга) остается такой же, а остальные лежат в интер
валах (2яга — 0,5) -ч- (2яга — я) и (2яге +  0,75я) -н  (2яга +  я). 
Концами этих интервалов являются уже найденпые частоты.

В заключение отметим, что решетка Хекла является одним 
из немногих частных случаев, когда некоторые пз интегралов
(8 .6) удается выразить через известные функции. Такова, в ча
стности, входная силовая податливость Jp, т. е. отношение сме
щения к силе, приложенной в начале координат. Она представ
ляется через тригонометрические функции и полные эллипти
ческие интегралы первого рода. Так, в интервале частот а =  
=  2 яга -т- (2яга +  0,5я), т. е. в полосе непропускаиия волн всех 
направлений (см. рис.19), входная податливость действительна:

Jp =  К' cos а/2Вк3п (1 +  sin a -j- cos с),
где К ' — полный эллиптический интеграл первого рода с допол
нительным модулем. Прямой модуль равен х =  | sin а +  cos о — 
— 1 1 / 1 sin а +  cos о +  1 1. Вся энергия на этих частотах сосре
доточена в ближнем поле. В интервале частот а =  (2яга +  0,5я)

(2яп +  0 75я), т. е. в полосе пропускания волн всех направ
лений, входная податливость комплексна:

Jp =  (К ' +  iK) cos al2Bksn (1 +  sin о +  cos о),
где К и К ' — полные эллиптические интегралы первого рода с 
таким же прямым модулем, как и в предыдущем случае. Здесь 
часть энергии сосредоточена в ближнем поле, а часть уносится 
волной на бесконечность. Аналогичные формулы можно получить 
для Jp в других частотных диапазонах.

Высокочастотные колебания решетки

На высоких частотах можно считать выполненным следующее 
условие:

С%^>Вк. (8.10)



Действительно, оно будет верно при любых значениях пара
метров В и С, так как крутильное волновое число х пропорцио
нально первой степени частоты со, а изгибное — корню из со. 
Условие (8.10) выражает то обстоятельство, что крутильная же
сткость однородного стержня во много раз превосходит его же
сткость к повороту. На высоких частотах, следовательно, кру
тильная волна, возбужденная в некотором стержне решетки, 
практически не встречает сопротивления со стороны других стерж
ней, а пзгибная волна, наоборот, в каждом узле встречает огром
ное сопротивление к повороту, так что при изгибных колебаниях 
узлы решетки не поворачиваются и смещаются только линейно. 
Исключение составляют узкие окрестности резонансных частот 
стержней длиной 1Х и в которых либо сопротивление изгиба
ющему моменту становится большим (изгибный резонанс), либо 
крутильное сопротивление становится малым (крутильный ре
зонанс).

На высоких частотах, таким образом, всюду, за исключением 
счетного числа узких полос частот, тремя нормальными волнами 
решетки являются две крутильные волны вырожденной решетки 
п одна пзгибная волна решетки Хекла. Дисперсионное уравне
ние этнх волн

C i M ’ (CiV +  tf*>) =  0 (8.11)
получается из уравнения (8.5) при наложении иа него условия

СКР> С И. (8.12)
Легко видеть, что условия (8.10) и (8.12) совпадают почти 

на всех частотах, кроме узких полос, о которых говорилось выше.
Замена точного уравнения (8.5) приближенным (8 .1 1 ) сильно 

облегчает расчеты высокочастотных колебаний решетки. Кроме 
того, что упрощается исследование дисперсии нормальных волн, 
появляется возможность выразить через известные функции 
входные податливости. Две момеитные входные податливости ре
шетки оказываются равными входным крутильным податливо
стям однородных хх- и ж2-стержней, а входная податливость для 
силы будет такой же, как и у решетки Хекла.

Интересно выяснить теперь, как отличаются точное и прибли
женное решения, т. е. какая ошибка вносится подменой неравен
ства (8.10) неравенством (8.12). С этой целью рассмотрим распро
странение нормальных волн вдоль оси хх и сравним дисперсию 
волн, полученную из точного уравнения (8.5) и из приближен
ного (8 .10 ) (рис.2 2 ).

Наибольшее отличие дисперсионных кривых крутильной и 
квазикрутилыюй воли (пунктирные линии)— в окрестности точек 
а =  2яп +  0,5я. Эти точки соответствуют резонансным часто
там отрезка стержня, защемленного на обоих концах. Групповая 
жесткость С22 на этих частотах стремится к бесконечности, поэ
тому квазикрутпльная волна встречает в узлах бесконечное со-
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Рис. 22. Дисперсионные кривые двух нормальных волн стержневой решетки, 
распространяющихся под углом ср =  О
я — приближенное решение; 1 — для нормальной волны решетки Хекла; 2 — для кру
тильной волны вырожденной решетки; 6 — точное решение по формуле (8.5); 1 — для 
квазиизгпбной волны; 2 — для квазпкрутильной

противление и пе может распространяться. В окрестности этих 
частот наблюдаются полосы ыепропусканпя. При удалении от 
точек а =  2лп +  0,5л групповая жесткость С22 уменьшается и 
на всех других частотах дисперсия квазпкрутильной волны прак
тически совпадает с дисперсией крутильной волны вырожденной 
решетки.

Отличие в дисперсии изгибной и квазиизгпбной волн (сплош
ные линии) отмечено в основном вблизи частот, на которых в 
отрезке стержня длиной I укладывается целое число крутильных 
волн. На этих частотах групповая крутильная жесткость стре
мится к нулю, а кривая дисперсии квазинзгибной волны терпит 
разрыв.

Таким образом, отличие приближенного и точного решений 
весьма велико в некоторых узких полосах частот. Дисперсия 
реальных решетчатых волн оказывается намного сильнее, чем 
дисперсия волны решетки Хекла и крутильных воли вырожден
ной решетки. По этой причине замена уравнения (8.5) прибли
женным (8.11) недопустима при таких расчетах, где существен
ное значение имеют скорости распространения волн, например 
при вычислении коэффициента корреляции между вибрациями 
различных точек решетки. Но во многих других практических 
приложениях этим отличием можно пренебречь.
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Решетка
с шарнирным соединением стержней в узлах

В этом случае взаимодействие стержней характеризуется толь
ко силами реакции. Поэтому дпсперсионыое уравнение такой 
решетки можно получить из уравнения (8.5), полагая в нем =  
=  О,

Сй’д (а) =  СЙ)Д(1) =  О,
где
д ( т )  _ _  оп2 /А1̂ 12 Ь*21 — O-Djji/tj}

(eos вт — cos l m) (ch on ■ °os E )’ m'
1 — cos a _ ch о

m --  1, 2,
или, что то же самое,

/ (1)+ / (2) =  0, (8.13)
где Пт > определяется первой формулой (6.1). Уравнение (8.13) 
дает значения для постоянной распространения трех нормаль
ных пзгнбных волн. К ним нужно еще добавить две независимые 
волны вырожденной решетки. Эти две волны не учитываются при 
выводе уравнения (8.13), и, таким образом, общее число нормаль
ных волн в решетке с шарнирами равняется пяти.

В практических приложениях эта решетка играет важную 
роль. Она является низкочастотной моделью обычной решетки 
с жестким соединением. В самом деле, на низких частотах всегда 
можно считать выполненным условие

Ск<^Вк, (8.14)
обратное условию (8.10). Всюду, за исключением узких полос 
частот, это неравенство влечет за собой другое неравенство

СКр < С аг, (8.15)
в силу которого уравнение (8.5) переходит в уравнение (8.13). 
Подобно тому как решетка Хекла и вырожденная решетка являют
ся расчетными высокочастотными моделями обычной решетки, 
решетка с шарнирами является ее низкочастотной моделью. 
Наилучшим образом эта модель характеризует решетку, состав
ленную из высоких, но узких стержней, для которых неравен
ства (8.14) и (8.15) выполняются вплоть до весьма высоких частот. 
Здесь, однако, нужно сделать оговорку. Когда решетка с шарни
рами рассматривается как модель обычной решетки, то следует 
принимать во внимание только три нормальные волны, постоян
ные распространения которых определяются из уравнения (8.13). 
Две крутильные волны встречают в узлах бесконечные сопротив
ления [в силу неравенств (8.14) и (8.15)] и не могут выйти за 
пределы одной ячейки периодичности.

Исследование уравнения (8.13) проводится с помощью линий 
уровня частоты так же, как это делалось раньше для струнной
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Рис. 23. Линии постоянного уровня дисперсионной поверхности 
a (i i, £,) =  const решетки с шарнирным соединением стержней в узлах
а — и =  0 v  я; б — ст =  я ч- 2я

решетки. На рис. 23 эти линии построены для квадратной решет
ки из одинаковых стержней. По этим графикам на рис.24 построе
ны дисперсионные кривые для трех направлений распростране
ния волн <р =  0, arctg 1/2, я/4. На частотах, близких к нулю, 
дисперсионные кривые для всех значений угла ф вырождаются 
в прямые линии, исходящие из начала координат. Как показано 
далее, это следствие того, что дисперсия незатухающей решет
чатой волны на низких частотах такая же, как и дисперсия нор
мальной волны анизотропной пластины. Как и у струнной решет
ки, ширина полос непропускания у решетки с шарнирами наи
большая при углах распространения ф =  О или я/2. При откло
нении от этих направлений ширина уменьшается, а при ф =  я/4 
она равна нулю. Это, как мы уже знаем, явление совпадения. 
Характерной особенностью нормальных волн рассматриваемой

Рис. 24. Дисперсионные кри
вые нормальной волны в ре
шетке с шарнирами 
Волна распространяется под углом: 
а — ф = 0 ;  б — Ф =  arctg 0,5; 
в — ф =  я/4
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модели является то, что в некоторых диапазонах частот две из 
них имеют действительные постоянные р, и распространяются 
с разными фазовыми и групповыми скоростями. Что же касается 
вынужденных колебаний решетки с шарнирами, то ни ее функ
ция Грина, ни податливость через известные функции не выража
ются. Исследовать их можно либо асимптотическими методами, 
либо с помощью вычислительных машин.

Низкочастотные колебания
На самых низких частотах (o' 1), как показывают вычис

ления, один корень уравнения (8.5) является комплексным и 
конечным по абсолютной величине. Нормальная волна, соответ
ствующая этому корню, имеет вид (—1)п ехр(— Ап). При стрем
лении частоты к нулю величина А стремится к конечному пре
делу. Два других корня уравнения (8.5) малы по абсолютной 
величине (порядка к.т) ц при сг —»- 0 сами стремятся к нулю. 
Для этих «длинных» нормальных воли дисперсионное уравнение 
может быть приведено к следующему виду:

Точно такую же дисперсию имеют нормальные волны анизо
тропной пластины, которые описываются дифференциальным урав
нением

Dx <9.rJ
о п &1и' I л d ‘ w 1 d 'w i\

2D‘ ! 4 S f +  D* S T + P « i i r “ °-

где D x — — Т?2/Д, 2Z?j2 — С1Д2 "I- Ди Po — (рпА "Ь
"Г р2̂ г)/Д̂ 2-

Таким образом, две нормальные решетчатые волны имеют на 
низких частотах такую же дисперсию, как и нормальные волны 
анизотропной пластины. Сходство между колебаниями решетки., 
и пластины известно давно [40] и, несмотря на известные дискус
сии и возражения [64, 70], часто используется при различных 
расчетах. Но, как это следует из сказанного выше, уравнение 
(8.16) не учитывает третьей нормальной волны в решетке, и, зна
чит, пользоваться этой аналогией следует с осторожностью, в 
особенности при вычислении характеристик ближнего поля ре
шетки.

О числе нормальных волн в решетке
Рассмотрим вопрос о числе нормальных волн в двумерных 

решетках. Отмечалось, что число это различно для разных реше
ток. Так, в решетке Хекла существует одна нормальная волна, 
в вырожденной решетке — три и т. д.

В главе 6 для одномерных решеток мы вывели простое правило

86



определения числа нормальных волн по числу независимых меха
низмов передачи энергии от ячейки к ячейке.

Это правило распространяется и иа двумерные решетки. Пред
ставим себе, например, два бесконечных набора цепочек из оди
наковых четырехполюсников, параллельных осям а;х и х%. Каждая 
такая цепочка является моделью струны, а в целом оба набора 
моделируют разъединенную струнную решетку. В такой струк
туре, очевидно, будут существовать две нормальные волны — 
одна в одном наборе, другая во втором наборе, аналогичные вол
нам вырожденной решетки. Если наложить на эту структуру 
жесткие связи, а именно соединить оба набора так, чтобы смеще
ния в местах соединения были одинаковы, то два механизма 
передачи энергии сливаются в один, и в такой двумерной цепочке 
существует уже только одна нормальная волна. Такая цепочка 
будет моделью мембраны или струнной решетки в зависимости от 
способа наложения жестких связей.

Точно так же обстоит дело и в стержневой решетке. Однород
ный стержень, совершающий изгпбные и крутильные колебания, 
может быть представлен цепочкой из 12-полюсников (для этого 
к цепочке нз восьмиполюсников, моделирующей изгибные колеба
ния, нужно добавить цепочку из четырехполюсников, модели
рующую крутильные колебания, и рассматривать эти две неза
висимые цепочки как одну, составленную из 12-полюсников). 
В двух наборах таких цепочек, параллельных осям хг и х2, т. е. в 
разъединенной стержневой решетке, будет присутствовать шесть 
нормальных волн — по три в каждом наборе. Если стержни сое
динить в узлах шаровыми шарнирами, иными словами, нало
жить жесткие связи на линейные перемещения обоих наборов 
в местах их пересечения, то энергия от ячейки к ячейке будет 
передаваться пятью механизмами (одной парой «сила — линей
ная скорость», двумя парами «изгибающий момент — угловая 
изгибная скорость» и двумя парами «крутящий момент — угло
вая скорость кручения»), В решетке с шаровыми шарнирами, 
следовательно, существует пять нормальных воли.

При наложении других жестких связей число нормальных 
волн в решетке будет уменьшаться и дальше. Если в узлах соеди
нить стержни с помощью цилиндрических шарниров, т. е. нало
жить в узлах жесткие связи двух видов — на перемещения и на 
угловые смещения в одном из направлений, то в такой решетке 
будут существовать четыре нормальные волны. При жестком 
соединении стержней в узлах число нормальных воли равно 
трем.

Это же следует, как показано выше, из дисперсионного урав
нения (8.5). Далее с помощью специальных приспособлений можно 
добиться того, чтобы узлы решетки не поворачивались в одном 
из главных направлений. Тем самым ликвидируется еще один 
механизм передачи энергии и число волн уменьшается до 
двух.
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Наконец, если запретить повороты узлов и в другом направ
лении, то энергия может передаваться только одним механизмом 
(парой «сил« — линейная скорость»). Это решетка Хекла. В ней 
существует одна нормальная волна.

Г л а в а  9

СТЕРЖНЕВЫЕ РЕШЕТКИ СПЕЦИАЛЬНОЙ КОНСТРУКЦИИ 
И РЕШЕТЧАТЫЕ ФИЛЬТРЫ

В предыдущих главах при рассмотрении колебаний различных 
решеток каждый раз отмечалось наличие полос пропускания и 
непропусканпя. Полоса непропускания — это такая частотная 
область, где все нормальные волны имеют комплексную или мни
мую постоянную распространения и поэтому затухают с рас
стоянием. Если в одну из точек решетки поместить источник коле
баний, а приемник установить в другой точке на некотором уда
лении от источника, то зависимость отношения амплитуд колебаний 
этих двух точек от частоты будет характеризоваться чере
дующимися спадами и подъемами. При этом частоты, где отно
шение выход/вход ослабляется, лежат в полосах непропускания 
и чем больше затухание нормальных волн, тем больше будет 
и ослабление сигнала. Таким образом, относительно двух точек 
(вход и выход) бесконечная решетка может рассматриваться как 
полосовой механический фильтр. Очевидно, что такими же свой
ствами обладают и конечные решетки, так как и в них не могут 
существовать другие волны, кроме нормальных и их линейных 
комбинаций. Такие фильтры будем называть решетчатыми.

В настоящей главе рассматриваются два решетчатых фильтра, 
которые на практике можно использовать для виброизоляции, 
например, судовых механизмов. В лабораторных исследованиях, 
результаты которых приводятся ниже, один из этих фильтров 
был выполнен в виде модели фундамента под механизм.

Стержневая решетка 
с дополнительными массами в узлах

Часть такой решетки показана на рис. 25. Она состоит из 
обычной стержневой (прямоугольной или косоугольной) решетки, 
к узлам которой жестко присоединены одинаковые массы. Под
счет числа нормальных волн по способу, приведенному в главе 8,

88



£г Ьг б

Рис. 26. Линии постоянного уровня дисперсионной поверхности ст (|i, =
=  const решетки с массами
а — а =  0 -т -я ; б — а =  я -т- 2я

показывает, что в решетке, изображенной на рис. 25, оно равно 
семи. Дисперсионное уравнение, следовательно, имеет вид рав
ного нулю полинома седьмой степени относительно cos (ц и cos g2. 
Найти корни уравнения, а тем более исследовать их — очень 
трудоемкая работа. Поэтому целесообразно заменить эту решетку 
более простой. Оказывается, для приближенных расчетов на не 
слишком высоких частотах (о < ; 4я) можно пренебречь момент- 
ным взаимодействием стержней и нагрузки в узлах (см. главу 8). 
Сравнение расчетных и экспериментальных результатов при этом 
показывает вполне удовлетворительное их совпадение.
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Рис. 27. Дисперсионные кривые нор
мальных воли в решетке с дополни
тельными массами, распространяю
щихся под углом
а — Ф =  0; б — ф =  arclg 0,5; о — ф =  я/4

При сделанном допущении колебания решетки в своей пло
скости и поперечные колебания оказываются независимыми. Нас 
будут интересовать только поперечные колебания. Дисперсион
ное уравнение поперечных нормальных воли будет представлять 
собой равенство нулю суммы групповых жесткостей трех состав
ных элементов (двух наборов стержней и массовой нагрузки):

2  W ?
sin з._______ i____

cos а. — cos Е.
Sll G.

ell --  COS 5; +  сп =  0. (9.1)

Это уравнение дает три корня для постоянной распространения 
р. =  (p-i +  (То)'̂ - В решетке, следовательно, существуют три 
поперечные нормальные волны. В отсутствие нагрузки (Сн =  0) 
они переходят в три волны решетки с шарнирным соединением 
в узлах (см. главу 8).

На рис. 26 изображены линии уровня а =  оу =  а2 Для квад
ратной решетки из одинаковых стержней В1 — В2 =  В, полу
ченные из уравнения (9.1) при Сп/АВк3 =  — 0,6а, а на рис. 27— 
дисперсионные кривые для трех углов распространения ф =  0, 
arctg 0,5 и я/4. Как видно из этих графиков, в отличие от ре
шетки без нагрузочных масс (см. главу 8) в рассматриваемой 
здесь решетке полосы непропускаиия существуют независимо от 
направления распространения. С увеличением частоты ширина 
полос стремится к конечному пределу Да =  я/2 для всех направ
лений распространения. Это свойство положено в основу работы 
фильтра, представляющего собой ограниченную решетку с мас
совой нагрузкой в узлах.

Проверка эффективности работы этого фильтра проводилась 
в лабораторных условиях на квадратной решетке из одинаковых 
стержней. Размер ячейки 15 X 15 см, стержни из стали имели 
толщину 0,4 см и ширину 2 см. К узлам решетки приваривались 
дополнительные массы по 150 г каждая. Такая решетка (8 X 
X 7 ячеек) была приварена по всему периметру к боковым 

граням металлического ящика, сваренного из ребристых пластин.
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Рнс. 28. Средние уровни 
вибраций опорного ящика 
нрн установлении вибрато
ра на решетку без масс (кри
вая 1) и на решетку с до
полнительными массами 
(кривая 2)

дб

Решетка возбуждалась в центре с помощью электродинамического 
вибратора, а отклики измерялись в 10 различных точках ящика. 
Измерения проводились на двух решетках: одна была без допол
нительных масс, а другая — с массами.

На рис. 28 изображены средние по 10 точкам уровни вибрации 
ящика.

Как видно из рис. 28, решетка без масс не обладает ярко 
выраженными свойствами фильтрации и виброизоляция ее не
велика. На кривой 2 для решетки с массами, наоборот, имеются 
три глубоких провала. Они соответствуют трем первым полосам 
непропускания. Уровни вибраций ящика в этих частотных обла
стях на 30—40 дб ниже, чем при установке вибратора на решетку 
без масс. На рис. 28 крестиками на оси абсцисс отмечены границы 
полос непропускания и пропускания, рассчитанных по форму
ле (9.1). Несмотря на сильные допущения, сделанные при выводе 
дисперсионного уравнения (9.1), расчетные полосы удовлетвори
тельно совпадают с экспериментальными.

Бесконечная слоистая решетка

Другой механический фильтр основан на колебательных свой
ствах решетки, которая схематически изображена на рис. 29. 
Она состоит из набора параллельных стержней, соединенных в 
шахматном порядке нагрузками Zn. В такой решетке суще
ствует 12 нормальных волн, из них 6 поперечных и 6 в плоскости 
решетки.

Мы ограничимся рассмотрением колебаний в плоскости решет
ки. Но даже в этом случае общее исследование дисперсии волн 
представляет значительные трудности. Поэтому будем рассматри
вать распространение волн только в направлении, перпендикуляр
ном стержням. Задача от этого значительно упрощается. Дей
ствительно, тогда все нагрузки в каждом слое колеблются оди
наково, вследствие чего они не могут поворачиваться и смещаются 
только в вертикальном направлении. Всю решетку можно разбить 
на вертикальные полосы, одна из которых показана на рис. 29
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пунктиром, и рассматривать распространение в одной из них, 
так как в остальных будет происходить то же самое. Таким обра
зом, при распространении волн в направлении оси у решетка, 
изображенная на рис. 29, эквивалентна одномерному стержшо с 
периодической сосредоточенной нагрузкой, причем сопротивле
ние нагрузки изгибающему моменту бесконечно (узлы не повора
чиваются), а перерезывающей силе равно Си/2. В такой решетке, 
как это следует из главы 6, существует лишь одна нормаль
ная волна. Постоянные распространения остальных пяти нор
мальных волн обращаются в нуль. Дисперсионное уравнение 
этой единственной волны сразу получается из уравнения (6.2), 
в котором положено Ст =  оо и Cs =  Са/2:

cos ё =
sin б cli б +  cos а sh а +  (CJABk3) (1 — cos а ch а) 

sin g +  sli а (9.2)

Отсюда можно получить полную информацию о распростра
нении волн в бесконечной решетке, т. е. найти границы полос 
пропускания и непропускания, величину затухания в полосах 
непропускания и т. д. Некоторые из этих результатов могут быть

Ф 0 Фл .
Ф 0 .о

р 0 0 'фТ---- 1----г

Рис. 29. Схема с л о и с т о й  ре
шетки: система параллельных 
равностоящих стержней соеди
нена нагрузками Zn, распо
ложенными в шахматном по
рядке

применены и для конечной решетки. Так, границы полос непро
пускания останутся теми же. Однако затухание на нескольких 
ячейках, т. е. перепад уровней вибраций на концах решетки, 
лишь в грубом приближении можно считать произведением пере
падов на отдельных ячейках. Степень этого приближения зави
сит от количества ячеек и от граничных условий. Ясно, что когда 
число ячеек велико, граничные условия мало влияют на пере
пад. Но когда их немного, граничные условия сказываются силь
нее и замена конечной решетки отрезком бесконечной иногда 
приводит к неверным окончательным результатам. Поэтому ниже 
проведен расчет конечной решетки по-прежнему только для коле
баний в плоскости решетки и в направлении вдоль оси у.

Конечная слоистая решетка

Расчетная модель представляет собой ограниченный стержень 
с периодической нагрузкой (С/ =  Сн/2 и Ст =  оо) с некоторыми 
граничными условиями на концах. Представив каждую ячейку 
периодичности (звено) в виде отрезка стержня длиной I и с на
грузками Сн/4 на обоих его концах, мы получим конечную це
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почку из симметричных четырехполюсных звеньев. Нетрудно 
получить уравнение одного звена

/  (nl) =  (С1 +  Сп/A) w (nl) — Сгио (nl +  I),
/  [(и +  1) Z] — C^w (nl) — (Сх +  С„/4) w [(« +  1) /], (9.3)

где п — целое число и
Сх =  Вк3 (sin о ch а +  sh a cos а)/( 1 — cos a ch or),

Cz =  Вк3 (sin ст +  sh ст)/(1 — cos a ch а). (9.4)

Если в уравнение (9.3) подставить /  [(?г +  1) Z] =  /  (nl) exp (i£) 
и w l(n +  1) l] =  w (nl) exp (i£), то получится дисперсионное 
уравнение (9.2).

Пусть цепочка состоит из N  звеньев. Найдем уравнение ее 
колебаний, считая, что на начальное и на конечное звенья дей
ствуют силы /  (0) и /  (N1). Ищем смещение в узлах в виде

w (nl) =  A sin £?г +  В cos (9.5)

где | — решение уравнения (9.2); А и В — произвольные постоян
ные. На концах цепочки должны выполняться условия
/  (0) =  (Сх +  Сп/4) ю (0) -  С >  (1), f  (N1) =  Сг1о ((N -  1) I] -  

-  (С, +  С„/4) го (N1),

которые находятся из уравнений (9.3). Подставляя сюда реше
ние (9.5), найдем коэффициенты А, В. После этого, определяя 
из (9.5) ш(0) и io(Nl), получим искомые уравнения для всей це
почки:
/  (0) sin N1 =  ю (0) [(Сг +  Сн/4) sin N l -  С% sin (N -  1) Ц -
-  ю (Nl) (С% sin £),
/  (Nl) sin N% =  w (0) (C2 sin £) — w (Nl) [(Cx +  Cs/4) sin —
-  C2 sin (N -  1) l l  (9.6)

Из этих уравнений получаются все необходимые для расчета 
формулы. Например, для эксперимента, который описывается 
далее, необходимо было рассчитать перепад уровней w (0)/w (Nl) 
такой цепочки, нагруженной на правом конце некоторой динами
ческой жесткостью С0. Формула для перепада выводится из вто
рого уравнения (9.6) после деления его на го (Nl) Cz sin £. Учи
тывая, что f  (Nl)/w (Nl) =  C0 и (Cx +  Ch/4)/C2 =  cos g (см. ра
венство (9.4)), получаем

w (0) _  I Co | „ „ „  E\ sin m  sin (N — 1) £ 
w (Nl) ~~ \ Ca C0S ё/ sin 'i sin \ (9.7)

где четные функции sin iV£/sin £ и sin (N  — 1) £/sin £ всегда мо
гут быть выражены через cos £ (9.2).
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Решетчатый фундамент
Перейдем теперь к рассмотрению результатов лабораторного 

исследования решетчатого фильтра, построенного на основе с л о и 
с то й  решетки [34]. В качестве нагрузки, соединяющей стержни, 
были выбраны массы. Фильтр выполнен в виде геометрической 
модели (1 : 4) фундамента под судовые механизмы и поэтому в 
дальнейшем будет называться решетчатым фундаментом (рис. 30). 
Модель состояла из пяти вертикальных слоистых решеток одина
ковой конструкции, сваренных в местах соединения. Сверху 
приваривалась горизонтальная рама, на которую могли кре
питься амортизаторы или механизм. Снизу модель решетчатого 
фундамента приваривалась к набору модели корпуса. Модель 
корпуса представляла собой прямоугольную стальную оболочку, 
подкрепленную ребрами жесткости. Возбуждение конструкции 
осуществлялось белым шумом с помощью вибраторов.

Рис. 30. Варпапт кон
струкции решетчатого 
фундамента

Рис. 31. Кривые виброизоляции
j  — обычного фундамента; 2 — решетчатого фундамента; 3 — решетчатого фундамента, 
рассчитанного по формуле (9.7)
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Измерения проводились на решетчатом фундаменте (с 10 амор
тизаторами и без них) и на обычном фундаменте, по форме и га
баритам похожем на решетчатый. В качестве показателя вибро
изоляции обоих фундаментов использовался перепад в децибелах 
между уровнями вибраций в 10 точках верхней полки фундамента 
и в лежащих под ним 10 точках набора корпуса.

Результаты измерений изображены на рис. 31—34. На рис. 31 
показаны перепады уровней вибраций па фундаментах. Обычный 
фундамент практически не ослабляет вибрации своей верхней 
полки, в то время как решетчатый фундамент дает значительную 
виброизоляцию начиная с частоты порядка 1 кгц. При расчете 
перепада уровней на решетчатом фундаменте (кривая 3) в фор
муле (9.7) полагалось N  =  4, а в качестве С0 принималась вход
ная жесткость модели набора корпуса, измеренная эксперимен
тально [7]. Согласие экспериментальных и теоретических данных 
(кривые 2 и 3) вполне удовлетворительно на низких частотах (до 
1 кгц), когда перепады уровней малы. В полосах иепропусканпя 
(первые три расчетные полосы непропускания: 1,1 — 10, 1 1 ч - 28 
и 29 кгц) теоретические значения внброизоляции значительно 
превышают экспериментальные. Причина этого состоит в том, 
что в полосах иепропускания вибрации с верхней полки решет
чатого фундамента практически не передаются на корпус верти
кальными колебаниями решетки. Основное значение в передаче 
колебательной энергии от источника на корпус в этих частотных 
диапазонах имеют воздушный шум и горизонтальные колебания 
решетки.

Измерения показали, что решетчатый фундамент обладает 
меныпим входным сопротивлением, чем обычный фундамент. 
Вследствие этого впброизоляция амортизаторов, установленных 
на решетчатом фундаменте, меньше внброизоляции тех же амор
тизаторов, установленных на обычном фундаменте. Из рис. 32 
видно, что разница эта составляет в среднем 10 дб. Однако вибро
изоляция системы амортизаторы — решетчатый фундамент ока
залась выше виброизоляции системы амортизаторы — обычный 
фундамент. Из рис. 33 видно, что виброизоляция первой системы 
особенно велика в первой полосе непропускания решетчатого 
фундамента.

На рис. 34 представлена величина, называемая эффективно
стью решетчатого фундамента и демонстрирующая эффект замены 
обычного фундамента решетчатым. Эффективность решетчатого 
фундамента показывает, на сколько децибел уменьшились (по
ложительная эффективность) или увеличились (отрицательная 
эффективность) уровни вибраций модели корпуса судна при пере
становке источника вибраций с обычного фундамента на решет
чатый. Вибрация обычного фундамента или системы аморти
заторы — обычный фундамент, таким образом, играет роль 
эталона, с которым сравнивается виброизоляция решетчатого фун
дамента или системы амортизаторы — решетчатый фундамент.
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Рис. 32. Виброизоляция 
амортизаторов, установлен
ных на обычный фундамент 
(кривая 1) и па решетча
тый фундамент (кривая 2)

щ

Рис. 33. Впбропзоляция 
системы
1 — амортизаторы — обычный

фундамент;
2 — амортизаторы — решетча

тый фундамент
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Рис. 34. Эффективность ре
шетчатого фундамента (1) 
и системы амортизаторы — 
решетчатый фундамент (2)
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Очевидно, что эффективность обычного фундамента равна нулю 
во всем диапазоне частот.

Эффективность решетчатого фундамента положительна не толь
ко в полосах непропускания решетки, но и на более низких час
тотах, так как жесткость решетчатого фундамента меньше жест
кости обычного фундамента.

Эффективность системы амортизаторы — решетчатый фунда
мент на частотах ниже 1 кгц близка к нулю. Это следствие того, 
что жесткость решетчатого фундамента была на порядок больше 
жесткости амортизаторов и виброизоляция систем амортизато
ры — решетчатый фундамент и амортизаторы — обычный фунда
мент определялась в этом диапазоне частот главным образом 
амортизаторами. На частотах выше 1 кгц, где существенными 
являются виброизолирующие свойства решетки, эффективность 
системы амортизаторы — решетчатый фундамент не хуже 10 дб, 
а в первой полосе непропускания превышает 30 дб.
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